1 Rappels d’algebre linéaire

Matrice de permutation

P,7 = ZEO_O’)’]
j=1

i
avec E; ; la matrice élémentaire (4, j).

Théoréme de Schur VA € M,(C),3U € M,(C),U* =U*AU*AU ¢

unitaire

Tn.s(C)

s

1.1 Méthodes itératives

Principe On cherche une suite z(P) de R" convergeant vers la solution de
Ax = b:

V(0 plot+l) — H(;v(p))

Propriétés
e A n’est jamais modifiée
e Probleme du suivi de la convergence et du choix du test d’arrét

Solution obtenue inexacte

Matrice doit vérifier conditions de convergence

Vitesse de convergence dépend de la matrice

2 Décomposition en valeurs singuliéeres

Objectif Soit A € M, (R), n > 1.

U e 0,(R)
On pose A=UXV T avec { V € O, (R)
¥ e M,(R)
On a
oi 0 |0 0
0 o |0 0
=10 o0 | 0 0
0 O 0] 0 0
0 0 0] 0 0



2.1 SVD d’une matrice

SVD Singular value decomposition
Soit A € M, (R) telle que rgA > 1

2.1.1 Propriétés

1. A est symétrique réelle semi-définie-positive i.e. Vz € R?, 2T (AT A)x >0
ie. Vz € R", ||Az[]? >0
ker(ATA) =ker A
3. AT A est orthoDZ: 'er( T ) 'er T
im(A"A) =im(A")

Preuve (de 3.)

e ker A C ker(AT A): TRIVIAL
e ker A D ker(AT A) Soit = € ker(AT A).
On a
AT Az =0
— z' (ATAz) =0
= ||Az|* =0
= xckerd
e imA Cim(ATA)
dimker(AT A) +rg(ATA) =n
— 1g(ATA) =n — dimker(A" A)
=n — dimker A car ker A = ker(A" A)
=rgA
=rg(A")
— im(ATA) CimA

e imA Dim(ATA) : TRIVIAL
4. ATA€ GL,(R) <= 1gA=n

Preuve (de 4.)

ATA € GL,(R) <= ker(ATA) = {0}
<= ker A = {0}
<~ 1gA=n par théoréme du rang



2.2 Construction de la SVD de A
Soit A € My, »(R) tel que rg A > 1. On note r :=rg A.
e dimker(AT A) = n — r par théoreme du rang.
Donc 0 € Sp(AT A) et mult 47 4(0) =n —r
e On note (A;);eqi,n] = SP(ATA) CRY, telles que i < j = X; <\,
On note (v;);e1,,] une bond DZante de AT A associée & (Ai)ie[i,n]

Et on pose enfin

&= Viyeo s Up 3 Upgly...,Un
N—————
bon de (ker A)T bon de ker A
e On pose V = (vy,...,v,) € O,(R) Et

1
Vi € [1,n]u; = \/—/\7141)1- eR"

Vi) € [Lr]? (UnUs) = — (Auy, Avj)

Aij

1
= AT Av;, AT Av;

\/ /\i/\j ——
)\ivi

Ai
=\ (vi, v5) car (v;); orthonormée

J N——

8ij

= 05 car si i = j, ca fait 1, sinon c¢a fait 0

Donc (U;); est une famille orthonormée de R™
Done ra(Us)icqin = r

Or (u;); Cim A

D'ou (u;); Cim A et (rgu;); =rg A

Donc (U;); =im A

et (U;); bon de im A.

Dot 0 € Sp(AT A) avec im A

On la complete en (U;)ie[1,m] bon de R™



F=| UtyeeoyUpyUpg1yeen, Up,
—_——
bon de im A  pop de (im A)T

Posons U = (Uy,...,Up) € O,(R)

Remarque Vi€ [1,7]

Bu; = piu;
Avec B, p; a determiner.

1
AAT Av,
O =

=X\;v; par def de v;

= \/)TiA'Ui

g

AATU; =

D’ou U; vecteur propre de AAT associé & \;
e On pose

N=UTAV

T
=U" | Avy,..., Avp, Avpgq, ..o, Aoy,

VAiu; 0 car v; € ker A




Définition: SVD de A Décomposition de la forme

A=UxVT

Avec U, %,V comme définies précédemment

On appelle valeurs singulieres notées (o;); les valeurs propres racines carrées



