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Sous espaces affines I

Dans tout le chapitre, K désigne un sous-corps de C et E un K-espace vectoriel.

I Généralités
I.1 Sous-espaces affines

Définition 1 : Translation.

. . .. EFE — FE
Soit @ € E. On appelle translation de vecteur a ’application 7, : {

r = T+ a.

Définition 2.
= =
Soit W un sev de FE et a € E. On appelle sous-espace affine de direction W et passant par a ’ensemble
%
W =7,(W) :a+W: {a—l—w, w e W}

Exemple 1 L’exemple-type est le cas de R3.
e Une droite (au sens TS) est la translation d'une droite vectorielle, c’est donc un sous-espace affine de R3.

e Un plan (au sens TS) est la translation d’un plan vectoriel, c’est donc un sous-espace affine de R3.

Exemple de deux plans affines de méme direction.

Remarque 1

1. Le sous-espace vectoriel W est unique. On dit que W est la direction de W. _
2. Par contre, ’élément a ne ’est pas. Plus précisément, on a : Vbe W, W =b+ W. O

: L . : —
DEMONSTRATION. Commengons par remarquer que, si W est un sous-espace vectoriel de E, et si on a w € W, alors
onaw+ W =W. En effet tout_e) somme de vecteurs_(}e W est un vecteur de W, ce qui montre l'inclusion directe, et
toute différence de vecteurs de W est un vecteur de W, ce qui montre 'inclusion réciproque.

Démontrons maintenant les deux points évoqués.

— —> —>

1. Soient W7 et Wy deux directions de W. Il existe donc a1 € E et ag € E_gels que W =ay + Wy = as + Ws.
Tout sous-espace vectoriel comprenant Og, on a a; = a1 +0g € a1 + W1 = as + Wﬁ) il existe donc wy € Wy tel
que a1 = as + wo. Par suite on a as + wy + W1 = ag + Wo, puis Wy = wy + W1 = W3,

= — —
2. Soit b € W = a+W. Il existe donc w € W tel qu’on ait b = a+w. Par suite, on a b—&—W =atw+W =a+W =W
d’aprés la remarque préliminaire. O

w
Exercice 1. Considérons P = {(v), 2 +y+ 2z = 3}. Montrons que c’est un plan affine de R3, déterminons sa
z

direction et un élément remarquable.
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Exemple 2 Prenons un exemple « pas dans R” ».
L’ensemble S = {y € D(R,R), ¢’ = y+1} est un sous-espace affine de D(R, R). En effet S est 'ensemble des solutions de
y'(t) —y(t) =1

donc de la forme {t — yu (t)+y,(t), yg € Su} o y,(t) = —1 est une solution particuliére et ou Sy = {t — Ke', K € R}
est ’ensemble des solutions homogeénes.

Ainsi § = {t — Ke' — 1, K € R}.
Autrement dit S = 7,—1(Sy) = 7o —1(Vect (exp)).

Terminologie : on appelle :
e point de W un élément de W ;

%
e vecteur de W un élément de W.

L’idée : en tant qu’éléments de F, les éléments de W sont assurément des vecteurs.
Mais en oubliant que E existe et en retenant seulement ’espace W dans lequel on travaille : W n’est pas stable par

CL, c’est W qui lest, et ce sont donc les éléments de W qui méritent de s’appeller vecteurs.

Proposition-Définition 3 .
Soit W un sous-espace affine de E. Soit (A, B) € W2,

_>
On appelle vecteur d’origine A et d’extrémité B le vecteur @: B—AetonaB—AeW.
w2 = W

Ceci permet de définir une application - - : .
P PP { (A4,B) — AB

DEMONSTRATION. Soient A € W et B € W. Il s’agit de montrer qu’on a bien B — A € W. Par définition, il existe

— — =
a € E tel que W =a+ W il existe donc w; € W et we € W tels que A = a + wy et B = a + wo, et par suite on a
= . . rs
B — A = wy —w; € W puisqu’un sous-espace vectoriel de F est stable par différence. O

Proposition 1 : Structure d’espace affine. .
Soit W un sous-espace affine de E. L’opération — définie de W? dans W vérifie les propriétés suivantes :

1. Relation dite "de Chasles” : ¥(A, B,C) € W3, AL + B? = 1@
2. Bijection points/vecteurs & origine fixée : V2 € W, Yw € V—[}, A e W, (ﬁl = w.
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Vv

W

DEMONSTRATION. Le formalisme adopté ici rend ce théoréme évident.
1. Pour tout (A, B,C) € W3, onazﬁ—l—B?:B—A—&—C—B:C—A:E.

%
2. Soient Q € W et we W. N
Pour tout point Ae W,onaQA=w<A-Q=wsA=Q+w.
D’ou, en particulier, I'existence et 'unicité de A.

1.2 Propriétés
Définition 4.
— —

Soit W un sous-espace affine de E. On appelle dimension de W la dimension de W, on note dim(W) =: dim(W).
Définition 5.
Soit W un sous-espace affine de E. Soit truc € {droite, plan, hyperplan, ... }

ﬁ
On dit que W est un truc affine lorsque W est un truc (vectoriel).

Exemple 3 {y € D(R,R), v/ =y + 1} est une droite affine.

Application 1 Quels sont les sous-espaces affines de K3 ?

Les sous-espaces affines de K3 sont nécessairement de dimension 0, 1, 2 ou 3 donc : les points, droites affines, plans
affines et K3.

Théoreme 1 .

Une intersection de sous-espaces affines est soit vide, soit un sous-espace affine.
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DEMONSTRATION. Soit (W;);cr une famille de sous-espaces affines. Notons W = [ W;; il s’agit de montrer que, si W
iel
est non vide, alors c’est un sous-espace affine. On suppose W non vide : il existe zg € W.

e Notons F' = 17[71 C’est un sous-espace vectoriel de FF comme intersection de sous-espaces vectoriels de F.
iel
e On a xg € W, autrement dit on a : Vi € I, g € W;. On a donc : Vi € I, Wi:xo—i—Wi. Soit x € E. On a :
zreW & Viel zeW;
& Viel, x—xoeﬁz
& x—x9 € F
& zrxexg+ F
On a finalement Vo € E, x € W & x € 29+ F, clest-a-dire W = 2o+ F = 7, (F), et comme F' est un sous-espace
vectoriel, W est bien un sous-espace affine.

O

1.3 Repéres
Définition 6 . R
Soit W = a+ W un sous-espace affine de E. On appelle repere de W tout couple (£2, B) avec 2 € W et B une

_>
base de W (en particulier, on peut prendre Q@ = a). |

Si dim(W) < +o0, pour tout point A € W, on appelle coordonnées de A dans R le n-uplet (ﬁ

| s

Une fagon canonique pour décrire un sous-espace affine est de s’en donner un repére, de méme que pour décrire un
sous-espace vectoriel de F/, on peut se donner une base de F.

Les coordonnées d’un point dans un repére généralisent le concept de coordonnées vu dans le plan au collége.

x 0 1 0
Exemple 4 Un repére de {(y), 2x4+y+ 2= 3} est ((0), (( 0 ), ( 1 )))
z 3 -2 -1

Exemple 5 Un repére de {y € D(R,R), ¢ =y + 1} est (x — =1, (exp)).

II L’exemple fondamental

II.1 L’exemple fondamental de sous-espace affine

Théoreme 2: Exemple fondamental de sous-espace affine.
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, f € L(E, F) et b € F.

Alors W = {ac €EE, f(z)= b} est vide ou est un sous-espace affine de direction Ker(f).

DEMONSTRATION. 1. Si W est vide, n’en parlons plus.

2. Sinon, il existe un vecteur zg € W. On a alors : x € W & f(x) = b & f(x) = f(xo) & x — 29 € Ker(f) &z €
zo + Ker(f). D’ou W = xq + Ker(f) = 74, (Ker(f)) et W est bien un sous-espace affine de direction Ker(f).

I1.2 Illustrations

Exemples 6
x x
1. {(y), 2x+y—|—z=3} est bien de cette forme, avec : E=K?, F =K, f = (u) —2x+y+2z b=3.

z z

2. {y € D(R,R), 3 = y+ 1} est bien de cette forme, avec : E = D(R,R), F=D'(R,R), f=y—y —y,b=x 1.

3. Pour n > 2, W = {M € M,(K), tM+M = In} est un cas particulier de I'exemple fondamental, avec :

E=M,K),F=M,K), f=M—'M+M,b=1I,.
C’est un sea car on a %In ew.
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4. Pour n > 2, W = {M € M,(K), tM+ M = El,n} est un cas particulier de ’exemple fondamental, avec :

E=My(K), F = Mp(K), f=M>'M+M,b=Er,.
Mais c’est I'ensemble vide car pour tout M € M, (K) on a 'M + M € S,(K) et Ey ,, ¢ S,(K).

IIT Applications

ITI1.1 Suites récurrentes affines doubles

On s’intéresse aux suites (uy), vérifiant une relation de récurrence de la forme Vn € N, w40 = aptni1 + bpuy, + cp.

Comme dans le chapitre « dimension finie », on se limitera ici au cas ou (a,), et (b,), sont constantes, mais pas
nécessairement (¢, ).

Notation 1 (maison) :  E,p ), = {(un)n e KN, Vn €N, Upio = atlyyq + bu, + cn}.

Proposition 2 .
Eqp,(c), est un sous-espace affine de RN, de direction Sa b

DEMONSTRATION.
C’est une application de 'exemple fondamental avec : £ = KN, F = KN, f = (u,)n = (Unt2 —Uni1—bUp)n, b= (p)n-

Eqp,(c,), est non vide d’aprés le théoréme de construction par récurrence double ( pour tout (a, 8) € K2, il existe une

unique suite dans E, 3, (c,.), telle que ug = a et uy = ... donc E, (¢, est "trés" non vide ) O

Exemple 7 Déterminons (u,), telle que ug =1, uy =0 et Vn € N, uyp0 = tpr1 +up + 1.

Solution homogéne ;42 — Upy1 —u, =0
X2-X-1=0

A=1+4=5 = X;p=150

u=AX{" + pX3!

Solution particuliére (—1),en

u =2-A
54
AX1 —X2) =1-2X,
I =2-A
54
{m — 5
{)\ =1
<~
w =1

Toute la difficulté ici est donc de trouver une solution particuliére. Essayons de généraliser la méthode employée dans
I’exemple précédent.
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Proposition 3 : Recette de grand-meére..
Notons X (X) = X? — aX — b le polynome caractéristique.

Si (¢n)n est de la forme (P(n)q")n avec P un polynome de degré p alors :

e Si g n’est pas racine de X alors il existe une solution particuliere de la forme (q”Q(n))n ou deg(Q)

p.
e Si g est racine simple de X alors il existe une solution particuliere de la forme (nq"Q(n))n ou deg(Q) = p.
.

o Si g est racine double de X alors il existe une solution particuliere de la forme (n2 q”Q(n))n ou deg(Q)

Autrement dit, on a toujours une solution particuliére de la forme (n“q”Q(n))n ou p est la multiplicité de ¢ comme
racine du polyndéme caractéristique.

DEMONSTRATION. Par calcul direct (pénible mais sans astuce). O

Exercice 2. Déterminons (u, ), telle que ug =1, uy = % et Vn € Ny upio = 2upaq — up + 1.

Le second membre est de la forme P(n)q™ avec P(n) =1let g=1

Mangque de bol : 1 est racine double du polynome :

Solutions homogénes on a déja calculé les racines du polnydome caractéristique P(X) = X2 —2X +1 = (X — 1)?
Solution générales ?

n 4+ + "72

—
nje

=uy=p o A =0
— . — 1 —
=ur=A+tp+s poo=

2

ieVnEN,un:%Jrl

Exercice 3. Déterminons 'unique suite (uy,)nen telle que ug =0, u; =2 et Vn € Ny w40 = 3up41 — 2uy, + 2™n.

Le second membre est de la forme P(n)q™ avec P(n) =n et ¢ =2
Manque de bol : 2 est racine simple du polynéme caractéristique X2 — 3X + 2
On cherche une solution particuliére sous la forme

(Un)n = (n(an +b)2")nen

(a(n +2)* +b(n+2))2""2 = 3(a(n +2)® + b(n + 1))2" T + 2(an? + bn)2" = nj

On développe et on divise par 2"

Vn € N,4an + (10a 4+ 2b) =n

Remarque : Wolfram Alpha sait faire.

I11.2 Polynémes de Lagrange : le retour

On fixe un entier n, ainsi que n + 1 scalaires distincts ag, a1, ...,a, € K, et n + 1 scalaires non nécessairement
distincts By, 51, .- ., Bn € K.

Théoreme 3.

L’ensemble {P € K[X], Vi € {0,...,n}, P(a;) = B;} est un sous-espace affine de K[X].
n

e Sa direction est : ( [T - ai))K[X}.
i=0

e Il passe par : L(X) = > B;Li(X).
k=0
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P(ao) Bo
P(a1) B
DEMONSTRATION. C’est encore I'exemple fondamental! E = K[X], F = K"t f = P : ' , b= :1
P(an) Bu
E =K[X]
F =K
P(ao)
Jo=pPe |
P(an)
Bo
b = f
Br

Direction Ker f = ([T;_,(X — a;)) K[X]
Passe par L(X)=>}_, BxLir(X)

O
III.3 Systémes linéaires
Théoreme 4 : Théoréme de structure affine.
L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire est vide ou bien un sous-espace affine de K™ de direction
I’ensemble des solutions du systeme linéaire homogene associé.
b1
DEMONSTRATION. C’est encore un cas particulier de 'exemple fondamental avec : E = K", F = K™, b = :
bm,
T 1121+ -+ 41,0,
et f= — . O
Tn Gm, 121 +-+ Am,nTn
{ 3Q, € K[IX],P = (X —1)2Q; — 1 - P mod (X —1)? :—1}
"13Q2 e K[X],P=(X+1)2Qy+1 ~ " |Pmod (X +1)*> =+1
B =K4X]
F =Ky[X]
Ona<b = <_1
1
P mod (X —1)2
f =P~ mod ( )2
P mod (X +1)

Interprétation géométrique : ’ensemble des solutions est Uintersection (éventuellement vide) des hyperplans affines
dont les équations sont celles du systéme. Finalement, résoudre un systéme linéaire, c’est montrer que l'espace de ses
solutions est vide ou en trouver un repére lorsque le systéme est compatible.

II1.4 Distance a un hyperplan affine

Dans cette sous-section on suppose qu’'on a K =R et que F est muni d’un produit scalaire (-, --).

Lemme 1.
Soient M, N,a € E Alors

d(7a(M), 7a(N)) = d(M, N)
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DEMONSTRATION.
d(1a(M),7a(N)) = (M + a) — (M — a)|
= ||M = N|
=d(M,N)

Théoreme 5.
La distance d’un point M a ’hyperplan affine passant par un point A et ayant pour vecteur normal unitaire

7 est }(mmﬂ

DEMONSTRATION.
s —
d(AM, H) = | (AM n)|
=d(M —1,H)
= d(M,A+ H Lemme 1
N——
H

V

S
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