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FAcILE?

Exercice 1. Applications directes Exercice 2. Principe de comparaison

Donner la nature de chacune des séries suivantes : 1. Justifier que S L diverge.

n=1 \/ﬁ

. 1
T 2. Si (un)n est & termes positifs et N = O(un),

quelle est la nature de »_ u, 7

AN
2. 3 (% + %1) ; -
neN 3. Donner une condition nécessaire et suffisante
3. > sin(n). n"
el sur g > 0 pour que nZE:N e converge.
Exercice 3. 1 Exercice 4. Moins facile.
1. Montrer la divergence de Z In (1 + f).
n>1 n Montrer la convergence puis calculer la somme
29n
1 N
2. Retrouver la divergence de Z —. de : Z nl
>1 neN ’
nz
[SERIES A TERMES POSITIFSJ
Exercice 5. Théoréme d’Olivier.

Dans cet exercice, on se donne une suite décroissante (u,) et on suppose que la série de terme général u,, converge.

neN?
1. Justifier que la série ) u,, est & termes positifs.
neN

2. En considérant Sy, — Sy, out S,, désigne la n® somme partielle de la série Y u,,, montrer qu’on a uz, = o ().
neN
3. Montrer finalement qu’on a u,, = o ( L )

n

4. Le résultat se maintient-il si I'on ne suppose pas la décroissance de (uy,),, oy ?

Exercice 6. Séries de Bertrand
1
)

L. L 1 1
1. Quelle est la nature de la série pour a > 17 On pourra poser a =1+ ¢ et écrire —/— = ——= X —=.
nlte  plts = ns

On s’intéresse aux séries de Bertrand dont le terme général est de la forme

2. Quelle est la nature de la série pour a < 1?7 On pourra poser « =1 —«¢...
3. Montrer que si « =1 et 5 < 0, la série diverge.
4

. Montrer que si # > 0, la fonction f : ¢ +— est décroissante a partir d’un certain rang, puis déterminer

t I (t)
une primitive de f. On pourra traiter a part le cas 5 = 1. En déduire la nature de la série dans ce cas.

5. Finalement, donner une condition nécessaire et suffisante de convergence d’une série de Bertrand.
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Exercice 7. Critére de condensation.

Dans cet exercice, on se donne une suite décroissante et a termes positifs (u,), cy-

1. Montrer que Y u, et >, 2" uyn sont de méme nature (critére dit de condensation ou de la loupe ou de Cauchyﬂ).
neN neN

2. Application : retrouver la condition nécessaire et suffisante de convergence d’une série de Riemann.

3. Application : retrouver la condition nécessaire et suffisante de convergence d’une série de Bertrand.

[MANIPULATIONS ALGEBRIQUES}

Exercice 8.  Variations sur ((2)
(_1)n+1
Montrer la convergence et calculer la somme de E —s
n
n>=1
Exercice 9.  Encore une DES...
1
On considére la série avec Uy, = ———.
n considér T Zun VeC Up, nZn =1)

n>1

+oo
1. Justifier existence et la finitude de S = 3 u,.
n=1
no1
2. Rappeler sans démonstration un développement asymptotique & deux termes de > T puis en déduire un déve-

k=1
no1 n 1
loppement asymptotique a deux termes de > — et > .
ok = 2k — 1

3. En déduire la somme S de > u,.
n>=1

4. Retrouver le résultat en considérant 3

Exercice 10. Deuz séries 4 termes complexes.

Montrer la convergence puis calculer la somme des séries suivantes :

Exercice 11. Commutativité... ou pas ?

Dans cet exercice on considére une série E u, et une bijection o € S(N), c’est-a-dire une application bijective de

e
N dans N. L’application o correspond donLcE RA une permutation des indices des termes de la série. Se demander si la
+oo —+oo
"somme" est commutative, c’est donc se demander si on a toujours Z Ug(n) = Z Uy
n=0 n=0
1. On suppose ici que (u,)nen est & termes positifs.
+oo “+o0
Montrer qu’on a alors bien Z Ug(n) = Z Uy -
n=0 n=0
On commencera par expliquer pourquoi cette égalité a toujours un sens, et on pourra distinguer le cas ot Z Uy

neN
converge du cas o elle diverge.

1. Mais le théoréme d’Arnold s’applique.
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(—1) 2p sin=3p
2. On suppose ici qu'on a u, = eto(n)=<¢ 4p+1 sin=3p+1 .
dp+3 sik=3p+2

“+o0
(a) Rappeler la valeur de > wuy,.

n=0
(b) Justifier que o est bijective. On n’hésitera pas a écrire ses premiéres valeurs.

—+oo
(c) Simplifier uq(sk) + Uo(3k41) + Uo(3k+2)- En déduire ) ug(p).
n=0

(d) Qu’en déduire?
n 0 sin=0

, mais cette fois on pose o(n) =< 2p+1 sin=2°P
2(n—1—[lg(n)]) sinon.

3. On suppose ici encore qu’on a u,, = _T)l
On a posé ici Ig(z) = iig;, c’est le logarithme a base 2.

(a) Ecrire les premiéres valeurs de o et expliquer plus simplement qu’avec la formule son comportement.
On admettra, c’est un peu pénible a rédiger proprement mais trées facile a comprendre, que o est bien bijective.

p+1
2

+oo
(b) Donner un équivalent simple de Y ug(x). En déduire ) ug(n).
k=2F+1 n=0

(c) Qu’en déduire?

Remarque : on peut aussi trouver o pour que Y Ug(n), OU ait pour somme n’importe quel réel, ou méme pour
neN
que ) Uq(n) N'ait pas de somme.
neN

{NATURES ET ESTIMATIONS]

Exercice 12. Donner uniquement la nature des séries suivantes :

1\" . =" L 1
Z((Hn) ‘e>’ I EaE AP O o R M)

neN n>2 n>1 n=2

- 1
Exercice 13. Donner un équivalent Simple de kég m
+o0 1
Exercice 14. On note R, = E W Justifier que R,, a une limite nulle, puis en donner un équivalent simple.
n
k=n+1

Enoncé disponible 4 1’adresse suivante : http://mpsi.daudet.free.fr/.
N’hésitez pas & me poser tout type de question sur un point qui ne vous parait pas clair par mail & I’adresse abbrug@gmail.com.
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