1 Critere de la loupe

Traitons deux cas.
ler cas (> u, converge):
Soit n € N. Par décroissance de u, on a:

Uz 2 U

Uz > Ug

Uy > Uy

Us > Usg

Ug > Usg

U7 > Usg

ug > ug

par récurrence

Ugn 2 Ugn

En sommant:

Ug +uUz +us+us+ug+ur+--F Uy > U2 FULF UL US T+ US U F U+ Un o U
~— = _—

20 21 22 on—1
2’71 21L

ie. E Uk > E 2k71u2k
k=2 k=1

+oo —+oo
i.e. Z up > Z 2P Ly par stabilité par lim de >
k=2 k=1

Or on a Y ,o,u, < +00 par hypothese, donc, par transitivité:

+o00
Z 2k71u2k < 400
k=1
—+o0
i.e. Z 2P ugr < +00 par multiplication par 2
k=1

d’ou E 2" ugn converge
n

2¢eme cas (D uy, diverge):
Soit n € N. Par décroissance de u, on a:

2ug > ug +u3
duy > uyg + us + ug + uy
8ug > ug +ug + - -+ + uis

par récurrence

2" Ugn > tgn 4 -+ +u(2"T — 1)



En sommant:

ontl_q

n
Z2kU2k > Z U
k=2 k=2
+o00 +oo
ie. Z QkU,Qk > Z U
k=2 k=2

Orona ) wu, diverge. Par définition de la divergeance

® > u, #—ococaru>0

e > est définie (ie. (3, uyn), a une limite)

oo
Donc on a )~ u, = 400.
Par transitivité, on a bien

o
Z 2" Ugn = +00
n

2 Applications

2.1 Riemann

Posons o € R
Y =Y
(2m)
n n
— Z(Ql—a)n
n
On a donc
> 1
Zgnw =400 = 2! <1 car géométrique
n
= —1<2l7 <1
s ol-a car 214 > 0
— l—a<0
<— a>1
Ainsi
=1
Z—a:—i—oo — a>1 d’apres ]
n

n



2.2 Bertrand

Posons «, 5 € R.
Montrons que

o0

Soit n € N

1 p—

n

Z Wl(n)ﬁ = 400 <— (O[,ﬁ) >lex (070)

1

(27)*In(2)?

(2n)2—1(nIn2)8

1

(2m)a—1nfIn(2)8

=: 8B,

Traitons deux cas.
ler cas(a =1 ):
On a alors

o0 o0 1
zn:%" - Zn: (2278 In(2)P

1 1
*1n(2)ﬁzn:n7
=+400 <<= [f>1
2¢me cas( a # 1 ):

On a alors

o0

[ 1
2B = In(2)? Zn: (2n)1—anp

n

=400 <= l—a>1lie. a>1

On retrouve donc bien:

oo

d’apres Riemann et par linéarité

car n” = o((2")'7%)

1
ZQnW:Jroo — (a=1AB>1)Va>1

oo

pe. annalnl(n)ﬂJroo s (0, 8) > (1,1)

d’apres [I] et par définition de >jex
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