Lycée Alphonse Daudet — MPSI Année 2020-2021 — Exercices

Relations de comparaison sur les suites et les fonctions

[COMPARAISONS DE SUITES ET DE FONCTIONSJ

Exercice 1. On considére les fonctions f: z + 2%, g: x> 22 et h: x> 27,
1. Donner toutes les relations de comparaison qui existent entre f, g et h en +oo.

2. Donner toutes les relations de comparaison qui existent entre f, g et h en 0.

Exercice 2.
1. Que dire d’une suite (uy,)nen telle que u, = o(uy) ?
Que dire d’une suite (uy)nen telle que w11 = o(uy,)?
Que dire d’une suite positive (u,)nen telle que u, = o(upt1)?
Si (tn)nen est décroissante et u, +up+1 = o (1), montrer qu’on aw, = o (). Contre-exemple si pas décroissante ?

AN

Si (un)nen est décroissante et w, + Upp1 ~ %, montrer qu’on a u, ~ 27. Contre-exemple si pas décroissante ?

EQUIVALENTS

Exercice 3. Donner un équivalent simple des fonctions suivantes au voisinage du point considéré :

1 1
(3 + ) % [sh (6) arctan <> .
z z 3.  — sin(3z) en 0 puis en —;
1. en 400; 3

tan (e=%)
arctan(x)? — arctan(z?)

Vail- vz

E(z3)+22% +3

+ . — .
+In(1+2) en +o0; . m en 07, puis en 07, puis en +oo.

n
. s . 1
Exercice 4. Fquivalent de kgl T

n
L’objectif de cet exercice est de trouver un équivalent simple de la suite de terme général S,, = 3 ﬁ
k=1

1. Montrer que les suites de termes généraux u, = S, —2v/n + 1 et v, = S,, — 24/n convergent vers la méme limite.
2. En déduire un équivalent de S,,.

3. Aurait-on pu trouver cet équivalent autrement ?

Exercice 5. Généralisation de ’ezercice précédent. Soit « €]0, 1].

(k‘—|— 1)1—a _ kl—oz <

1. Montrer qu’on a, pour tout entier k > 1, 1 inégalité ﬁ
2. En déduire un équivalent simple de Z o
k=1

"1
Exercice 6. Equivalent de ¢(2 Z k— (Bac Roumanie 2002)

n
1 w2 . . .
Dans cet exercice, on pose u,, = = On a vu qu’on avait u, — 5 I’objectif est maintenant de trouver un équivalent
k=1
2
simple de la suite de terme général 5 Up,»
o . 1 1
1. On définit deux suites (an)n>1 €t (by)n>1 PAr an = up + — et by, = u, + R
n n

Montrer que les suites (an)n>1 €t (bn)n>1 sont adjacentes.

s 72 1
2. En déduire qu’on a — — u,, ~ —.
6 n
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Relations de comparaison Corrigé'

1. Que dire d’une suite (up)nen telle que u, = o(uy,)?

Exercice 2.

Ce que je peux en dire : il existe une suite (¢,), de limite nulle telle que u, = wu,&, & partir d’'un certain

rang, disons n;. Et donc & partir du rang ny on a (1 —&,)u, =0, maison a 1 — ¢, n_>—+>oo 0 donc a partir d’'un

certain rang, disons ns, on a 1 — ¢, # 0.

A partir du rang ng = max(ny,ny) on peut donc diviser par 1 —e, I’égalité (1 —e,)u,, = 0, et finalement on peut

conclure que ’ (un)n est nulle APCR ‘

2. Que dire d’une suite (uy, )nen telle que up11 = o(uy)?

Ce que je peux en dire : il existe une suite (g,), de limite nulle telle que u,+1 = u,e, & partir d’un certain
rang, disons n;. Pour tout réel n > 0 (aussi petit soit-il), il existe un rang, disons ns, & partir duquel on a
|5n| <.

N . . — o _ Un
A partir du rang ng = max(ni,n2) on a donc : u, < Nup—1 < - < N 0w, = CN™ en notant C' = 777—3

Et donc ’ (un)n tend vers 0 plus vite que toute suite géométrique ‘

3. Que dire d’une suite positive (u,)nen telle que u, = o(up41)?

Pareil. Pour tout ¢ > 0 (aussi grand soit-il), on obtient un réel C' et un rang ng a partir duquel |u,| > Cq¢"

donc | (|unl), tend vers +oo plus vite que toute suite géométrique |

Pour le signe de (uy,),, par contre, on ne peut rien dire.
4. Si (un)nen est décroissante et t, +up1 = o (1), montrer qu’on aw, = o (). Contre-exemple si pas décroissante ?

e Considérons une telle suite (uy,),. Pour tout entier n on a u, + tp+1 < 2w, < Upt1 + Upo et donc, en
multipliant par % : §(un + Uny1) < MUy < 5 (Ung1 + Ung2).
1

On a ty + tng1 = 0 (+) ce qui signifie n(up + Upnt1) o 0 et donc par PAL 2 (u,, + tp41) e 0.

Par ailleurs, 7w, +tn41) - 0 implique aussi (n+1)(tp+1 +Unt2) = 0 (par exemple avec le théoréme
n (o9} n oo

fondamental sur les sous-suites) et donc par PAL 5 (uni1 + Uni2) = 2(%“)(” + 1) (tpr1 + tpr2) - 0.
n—-+0oo

Finalement, par TdG, on a bien nu, — 0i.e. u, =o0 ( 1)

n—-+oo
e Contre-exemple : on prend une suite qui change de signe, par exemple la suite (u,), de terme général
= 525 Pour tout entier n on a wuy + ung = (~1)" (1 — A5 ) = G et 2 =0 (1),

e Remarque : la décroissance n’est pas nécessaire ici, une suite positive vérifiant 'hypothése vérifie nécessaire-
ment la conclusion. En effet, pour une telle suite on a 0 < u,, < 1y, + up41 et done 0 < nuy, < 0y + Ung1)
donc par TdG nu, — 0i.e u, =o0(3).

n—-+o0o n

5. Si (un)nen est décroissante et w, + wp 1 ~ %, montrer qu’on a u, ~ % Contre-exemple si pas décroissante 7

e Je copie-colle. Considérons une telle suite (u,),. Pour tout entier n on a u, + t,11 < 2ty < Upy1 + Upto

U
et donc n(u, + tp11) < ?n < n(upt1 + Unyo).
n

On a Uy, +upi1 ~ L ce qui signifie n(u, + upy1) — 1 et donc par PAL n(u, + tpy1) — 1.

n n—-+oo n—-+4oo

Par ailleurs, n(t, +tn+1) = 0 implique aussi (n+1)(up41 +un+2) o 0 (par exemple avec le théoréme
n—-+oo

(n—ﬁ—l)(unﬂ + Upy2) — L

fondamental sur les sous-suites) et donc par PAL n(u,11 + tpi2) = i -
n——+0o

. . u -
Finalement, par TdG, on a bien —Qn — lie up~ 2.
£ n—+4oo n
n

e Contre-exemple : u, = = ( 1) (elle vaut % si n est impair et 0 si n est pair). Pour tout entier n on a

S siné€ QN +1 1 . ) 2 :
Up + Upt1 = { :ﬁ sin € 2N et donc w, + upqq ~ 5 Mmals on n’'a pas u, ~ ;- pulsque le quotient ne
tend pas vers 1 (la sous-suite des termes impairs tend vers 2 et celle des termes pairs est nulle).
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Exercice 7. Donner un développement asymptotique & trois termes de (

[DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES]

Exercice 8. Constante d’Euler

In(n+1) In(n)

n

n+1)n€N

On rappelle qu'on a, pour tout réel x > 0, I'inégalité In(1 + ) < z. On note (Hy,), cg, (Un),cr €t (Vn),cr les suites

1

définies par H,, = > —
1.

2.

, up = Hp —In(n+1) et v, = H,, — In(n)
=1k

Montrer que les suites (uy),cp €t (vn),cp sont adjacentes.

En déduire qu’il existe une constante v telle que H,, = In(n) + v + o(1).

2

2n 1 3n 1 n 1
Déterminer les limites de > —, >° —et > —.
k=n+1 k k=n-+1 k k=n-+1 k

Comment peut-on faire pour les deux premiéres sans utiliser ce qui précéde ?

Le nombre v s’appelle la constante d’Euler.

[EXERCICE CLASSIQUE : DA DE L’UNIQUE SOLUTION D’UNE E’QUATION]

Exercice 9. Points fixes de la fonction tangente.

1.

Donner un développement asymptotique a trois termes de la suite (arctan(n))

Indication : que sait-on sur la fonction x — arctan(z) + arctan (%) ¢

Montrer que, pour tout entier n, il existe un unique réel x,, € ]—g + nm,

Justifier qu'on a x,, ~ n.

Exprimer z,, en fonction de arctan(z,) puis montrer qu’on a ,, = nm +

. , T 1 1 1
Justifier qu’on a arctan(z,) = 5 o + 3.3 +o0 =)

En déduire un développement asymptotique & quatre termes de x,.

Exercice 10. Comme en TD mais en encore pire

Pour n € N\ {0}, on note (E!) Péquation 2" + 2" 1 + ...+ 22 +2 =1
1.

2
3.
4

(E7)

neN-

2 + nn| tel que tan(z,) = .

5 +0(1)

Montrer que I'équation (E)/) posséde une unique solution z,, dans Rt et que z,, € [3,1]

. Déterminer la monotonie de la suite (2, )nen {0} ainsi définie.

Montrer que la suite (2,,)nen {0} converge.

. Déterminer la limite de la suite (2, )nen {0} -

Déterminer un équivalent de z,, — %

N|—

Indication : on pourra montrer qu’on a 271% <z —

Enoncé disponible & I’adresse suivante : http://mpsi.daudet.free.fr/.

N’hésitez pas & me poser tout type de question sur un point qui ne vous parait pas clair par mail a ’adresse abbrug@gmail.com.
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Exercice 8. Constante d’Euler

On rappelle qu’on a, pour tout réel x > 0, I'inégalité In(1 + x) < x. On note (H,), g, (Un),cr €t (Vn),cp les suites
n 1
deéfinies par H, = > 7 Un = H,—In(n+1) et v, =H, —In(n)
k=1

1. Montrer que les suites (), cg €t (Vn),cp sont adjacentes.

Comme dans 'exercice 6.

e Pourn € Non a 11 — U, = n+1—1n(n+2) H,+In(n+1) = %H—ln(”—“) =1 —In (1+n+1)
D’apres le rappel on a In (1 + 5) < 25 donc up 1 — up > 0.
Ceci étant vrai pour tout entier n, on a (u,), croissante.

e Pourn e Nonawv,11—v, = Hn+1 In(n+1)—H,+In(n) = — 1 tn (n+1) =
le rappel on a In (1 — %ﬂ) < - n+1 donc v,41 — v, < 0.
Ceci étant vrai pour tout entier n, on a (vy,), décroissante.

e PourneNonau, —v,=H, —In(n+1)— H, +In(n) = 1n(

g +In(1— 57). D’apreés

n+1) T) 0 par continuité de In en 1.

On a bien montré que les deux suites sont adjacentes. Par conséquent, elles convergent vers une méme limite.
2. En déduire qu’il existe une constante « telle que H,, = In(n) 4+ v + o(1).

Notons v la limite commune des deux suites, qui est donc en particulier la limite de (vy,),. On a donc v, T>
n——+0oo
i.e. vy, =7v+o(l)i.e H,—In(n)=~v+o(l) i.e. H, =1In(n) +~v+ o(1).

2

2n 1 3n 1 n 1
3. Déterminer les limites de Y. —, > —et > —.
kent1 K pZnin B pZna R

Comment peut-on faire pour les deuzx premiéres sans utiliser ce qui précéde ?

On utilise notre bonne amie la relation de Chasles.

2n 1
> = Hsy, — Hyy = (In(2n) +v+0(1)) = (In(n) +y+0(1)) = In(2n) —In(n) + o(1) = In(2) +o(1) nl In(2).
k=n-+1 n
3n 1 n
De méme: > — =Hs,—H,=In3)+o0(l) — In@B)et > H,2—H,=1In(n)+o(l) — -+oo.
k=n+1 k n—+40o0 k=n+1 n—+400

Faire autrement pour les deux premiéres : on peut comparer la somme & une intégrale ou, mieux, directement
remarquer que la somme est une somme de Riemann. Pour la troisiéme : on ne peut pas directement ramener la
somme & une somme de Riemann mais on peut conclure en la comparant & une intégrale.

Exercice 9. Points fixes de la fonction tangente.
1. Donner un développement asymptotique & trois termes de la suite (arctan(n)),, cy-

Indication : que sait-on sur la fonction x — arctan(x) + arctan (%) ¢

Pour x > 0, on a arctan(z) + arctan (1) = Z. On en déduit arctan(n) = 3 —arctan (1) =2 — 1 4+ Ly 4 o (%)

car £ — 0 (DL usuel).

n—-+oo

vol3

2. Montrer que, pour tout entier n, il existe un unique réel x,, € ]—% +nm, 5+ nw[ tel que tan(z,) = -

Posons f = x +— tan(z) — 2. On a Dy = Dian = R\ (g

néraux et f' = z + tan?(x) > 0. Sur tout intervalle de la forme } —3 + km, — + kw{ la dérivée de f est positive,

+ WZ). Sur Df on a f dérivable par théoréme gé-

. Q Q . .
et méme strictement positive sauf en k7. Ainsi, chaque ] —3 + k, 5 + km { est un intervalle sur lequel la fonction

f aune dérivée strictement positive sauf en un nombre fini de points, et par conséquent, f est strictement

croissante sur chacun de ces intervalles. Par somme, on a  lim  f(x) = +o0 et lim  f(z) = —oc.
= (5 +km)~ z— (5 +km)*

Onatan(z) =z < f(x) = 0. Sur chaque l'intervalle } —g + nm, Ly [, f est continue (car dérivable) et stricte-

2

ment croissante (d’aprés ’étude précédente). De plus on a 0 €] — oo, +o00[= } lim f(x), lim  f(x)
z—=(—=F+nm)t z—=(F+nm)t
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D’aprés le théoréme de la bijection, on peut conclure & I'existence et a 'unicité de x,,.

3. Justifier qu’on a x, ~ nm.

.. T
Par définition on a o5 +nm <z, < =

1 1
+ nm, c’est-a-dire, pour n > 1, 1 — — < — < 1+ — et donc
2n nmw 2n

2ol

. Tn <1
lim — =1 c’est-a-dire z,, ~ n.
n——+oo N

. . . 7r
4. Exprimer x,, en fonction de arctan(z,) puis montrer qu’on a x,, = nw + 5 +o(1).

Comme on a tan(x,) = x,, il vient arctan(tan(z,)) = arctan(z,). Comme z, € }fg + nm, g+mr [, on a

arctan(tan(z,)) = x, — n7 et finalement x,, = n7 + arctan(z,, ).
T 77
Enfin, comme z,, ~ nm on a en particulier z,, — +oo et arctan(z,) — 3 c’est-a-dire arctan(z,,) = 3 +o(1) et

donc z,, = nw + g +o(1)

1 1 1
5. Justifier qu’on a arctan(z,) = g . + 3.3 +o <ﬁ>

Puisque lirf T, = 400, on peut utiliser le DA 4 trois termes de la fonction arctan en +oo établi précédemment.
n—-+0oo

. T 1 1 1
Il vient : arctan(x,) = 3 + 3.3 +o )

1

De plus, comme z,, ~ n7 on a, par stabilité par produit et par quotient, — ~ ——.
x n3r
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Enfin, par compatibilité des "petit-o" avec les équivalents, on a o <3>
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= 0| —5— |, puis, par absorption des
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constantes par les "petits-o", on conclut o <3) =0 <3), d’ott le résultat demandé.
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6. En déduire un développement asymptotique & quatre termes de z,,.

e PN ™ 1 1 1
D’aprés ce qui précéde on a:  x, =nrw +arctan(z,) =nr+ - — — + —=+o| —= |.
2w, 3 n?

Remarquons maintenant qu’on a :
S = v d’aprés ce qui précéde
T nT+ 5 +o(1)
nTt 1+ ﬁ +o0 (%)
= = (1— %—&—0(%) +0(%+0(%))) par DA usuel

en factorisant, et par absorption
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= —(I-5%+0(3)) par opérations sur les "petits-o"
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= — — 92 +ol—= par opérations sur les "petits-o
nmw
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De plus - 395“377”:(”)

Et finalement, on peut donc écrire, par opérations sur les "petits-o" :
T 1 1 1 7r 1 1 1
Tp,=nr"+—-———+—4o0|—w|=nmr+—=-——+—=+0| —=
2 oz, 3z, n3

ce qui constitue les développement asymptotique & quatre termes demandé.

Remarque : en utilisant =1—up+u2 +o(u?) lorsque hIJIrl u, = 0, on pourrait méme obtenir sans peine
Unp n—+oo

un DA a cing termes de x,, !



