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�������� �� �� ��������� ��� ��������� f : x �→ xx� g : x �→ x2 �� h : x �→ 2x�

�� ������ ������ ��� ��������� �� ����������� ��� �������� ����� f � g �� h �� +∞�
�� ������ ������ ��� ��������� �� ����������� ��� �������� ����� f � g �� h �� 0+�

�������� ��

�� ��� ���� ����� ����� (un)n∈N ����� ��� un = o(un) �

�� ��� ���� ����� ����� (un)n∈N ����� ��� un+1 = o(un) �

�� ��� ���� ����� ����� �������� (un)n∈N ����� ��� un = o(un+1) �

�� �� (un)n∈N ��� ������������ �� un+un+1 = o
�
1
n

�
� ������� ����� � un = o

�
1
n

�
� �������������� �� ��� ������������ �

�� �� (un)n∈N ��� ������������ �� un + un+1 ∼ 1
n � ������� ����� � un ∼ 1
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(x3 + x) 3

�
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�
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�
arctan

�
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x

�

tan (e−x)
�� +∞ �

��
arctan(x)2 − arctan(x2)√

x+ 1−√
x

+ ln(1 + x) �� +∞ �

�� x �→ sin(3x) �� 0 ���� ��
π

3
�

��
E(x3) + 2x2 + 3

2x3 + E(x2)− 2
�� 0+� ���� �� 0−� ���� �� +∞�

�������� �� ���������� ��
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k=1

1√
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���������� �� ��� �������� ��� �� ������� �� ���������� ������ �� �� ����� �� ����� ������� Sn =
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k=1

1√
k
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�� ������� ��� ��� ������ �� ������ �������� un = Sn−2
√
n+ 1 �� vn = Sn−2

√
n ���������� ���� �� ���� �������

�� �� ������� �� ���������� �� Sn�

�� ��������� �� ������� ��� ���������� ��������� �

�������� �� �������������� �� ���������� ���������� ���� α ∈]0, 1[�

�� ������� ����� �� ���� ���� ������ k � 1� �����������
1− α

(k + 1)α
� (k + 1)1−α − k1−α � 1− α
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���� ��� ��������� �� ���� un =
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� �� � �� ����� ����� un → π2
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6
− un�

�� �� ������ ���� ������ (an)n�1 �� (bn)n�1 ��� an = un +
1

n
�� bn = un +

1

n+ 1
�

������� ��� ��� ������ (an)n�1 �� (bn)n�1 ���� �����������

�� �� ������� ����� �
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�������� ��

�� ��� ���� ����� ����� (un)n∈N ����� ��� un = o(un) �

�� ��� �� ���� �� ���� � �� ������ ��� ����� (εn)n �� ������ ����� ����� ��� un = unεn � ������ ���� �������
����� ������ n1� �� ���� � ������ �� ���� n1 �� � (1− εn)un = 0� ���� �� � 1− εn −→

n→+∞
0 ���� � ������ ����

������� ����� ������ n2� �� � 1− εn �= 0�

� ������ �� ���� n0 = max(n1, n2) �� ���� ���� ������� ��� 1− εn ��������� (1− εn)un = 0� �� ��������� �� ����

�������� ��� (un)n ��� ����� ���� �

�� ��� ���� ����� ����� (un)n∈N ����� ��� un+1 = o(un) �

�� ��� �� ���� �� ���� � �� ������ ��� ����� (εn)n �� ������ ����� ����� ��� un+1 = unεn � ������ ���� �������
����� ������ n1� ���� ���� ���� η > 0 ������ ����� ��������� �� ������ �� ����� ������ n2� � ������ ������ �� �
|εn| � η�

� ������ �� ���� n0 = max(n1, n2) �� � ���� � un � ηun−1 � · · · � ηn−n0un0
= Cηn �� ������ C =

un0

ηn0
�

�� ���� (un)n ���� ���� 0 ���� ���� ��� ����� ����� ����������� �

�� ��� ���� ����� ����� �������� (un)n∈N ����� ��� un = o(un+1) �

������� ���� ���� q > 0 ������ ����� ��������� �� ������� �� ���� C �� �� ���� n0 � ������ ������ |un| � Cqn
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1
n

�
� ������� ����� � un = o
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1
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�
� �������������� �� ��� ������������ �

• ����������� ��� ����� ����� (un)n� ���� ���� ������ n �� � un + un+1 � 2un � un+1 + un+2 �� ����� ��
����������� ��� n

2 �
n
2 (un + un+1) � nun � n

2 (un+1 + un+2)�

�� � un + un+1 = o
�
1
n

�
�� ��� ������� n(un + un+1) −→

n→+∞
0 �� ���� ��� ��� n

2 (un + un+1) −→
n→+∞

0�

��� ��������� n(un+un+1) −→
n→+∞

0 �������� ����� (n+1)(un+1+un+2) −→
n→+∞

0 ���� ������� ���� �� ��������

����������� ��� ��� ������������ �� ���� ��� ��� n
2 (un+1 + un+2) =

n
2(n+1) (n+ 1)(un+1 + un+2) −→

n→+∞
0�

����������� ��� ���� �� � ���� nun −→
n→+∞

0 �� �� un = o
�
1
n

�
�

• �������������� � �� ����� ��� ����� ��� ������ �� ������ ��� ������� �� ����� (un)n �� ����� �������

un = (−1)n

n � ���� ���� ������ n �� � un + un+1 = (−1)n
�

1
n − 1

n+1

�
= (−1)n

n(n+1) ��
(−1)n

n(n+1) = o
�
1
n

�
�

• �������� � �� ������������ ����� ��� ���������� ���� ��� ����� �������� �������� ����������� ������ �����������
���� �� ����������� �� ����� ���� ��� ����� ����� �� � 0 � un � un + un+1 �� ���� 0 � nun � n(un + un+1)
���� ��� ��� nun −→

n→+∞
0 �� �� un = o

�
1
n

�
�

�� �� (un)n∈N ��� ������������ �� un + un+1 ∼ 1
n � ������� ����� � un ∼ 1

2n � �������������� �� ��� ������������ �

• �� ������������ ����������� ��� ����� ����� (un)n� ���� ���� ������ n �� � un + un+1 � 2un � un+1 + un+2

�� ���� n(un + un+1) �
un
2
n

� n(un+1 + un+2)�

�� � un + un+1 ∼ 1
n �� ��� ������� n(un + un+1) −→

n→+∞
1 �� ���� ��� ��� n(un + un+1) −→

n→+∞
1�

��� ��������� n(un+un+1) −→
n→+∞

0 �������� ����� (n+1)(un+1+un+2) −→
n→+∞

0 ���� ������� ���� �� ��������

����������� ��� ��� ������������ �� ���� ��� ��� n(un+1 + un+2) =
n

n+1 (n+ 1)(un+1 + un+2) −→
n→+∞

1�

����������� ��� ���� �� � ����
un
2
n

−→
n→+∞

1 �� �� un ∼ 2
n �

• �������������� � un = 1−(−1)n

2n ����� ���� 1
n �� n ��� ������ �� 0 �� n ��� ������ ���� ���� ������ n �� �

un + un+1 =

�
1
n �� n ∈ 2N+ 1
1

n+1 �� n ∈ 2N �� ���� un + un+1 ∼ 1
n ���� �� ��� ��� un ∼ 2

n ������� �� �������� ��

���� ��� ���� 1 ��� ���������� ��� ������ ������� ���� ���� 2 �� ����� ��� ������ ����� ��� �������
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�������� �� ������ �� ������������� ������������ � ����� ������ ��

�
ln(n+ 1)

n
− ln(n)

n+ 1

�

n∈N

�������� �� ��������� �������

�� �������� ����� �� ���� ���� ���� x > 0� ����������� ln(1 + x) � x� �� ���� (Hn)n∈R� (un)n∈R �� (vn)n∈R ��� ������

������� ��� Hn =
n�

k=1

1

k
� un = Hn − ln(n+ 1) �� vn = Hn − ln(n)

�� ������� ��� ��� ������ (un)n∈R �� (vn)n∈R ���� �����������

�� �� ������� ����� ������ ��� ��������� γ ����� ��� Hn = ln(n) + γ + o(1)�

�� ���������� ��� ������� ��
2n�

k=n+1

1

k
�

3n�
k=n+1

1

k
��

n2�
k=n+1

1

k
�

������� ������� ����� ���� ��� ���� ��������� ���� �������� �� ��� ������� �

�� ������ γ ��������� �� ��������� ��������
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�� ������ �� ������������� ������������ � ����� ������ �� �� ����� (arctan(n))n∈N�
���������� � ��� ������� ��� �� �������� x �→ arctan(x) + arctan

�
1
x

�
�

�� ������� ���� ���� ���� ������ n� �� ������ �� ������ ���� xn ∈
�
−π

2 + nπ, π
2 + nπ

�
��� ��� tan(xn) = xn�

�� �������� ����� � xn ∼ nπ�

�� �������� xn �� �������� �� arctan(xn) ���� ������� ����� � xn = nπ +
π

2
+ o(1)�

�� �������� ����� � arctan(xn) =
π

2
− 1

xn
+

1

3x3
n

+ o

�
1

n3

�
�

�� �� ������� �� ������������� ������������ � ������ ������ �� xn�

�������� ��� ����� �� �� ���� �� ������ ����

���� n ∈ N \ {0}� �� ���� (E��
n) ���������� xn + xn−1 + . . .+ x2 + x = 1 (E��

n)

�� ������� ��� ���������� (E��
n) ������� ��� ������ �������� xn ���� R+ �� ��� xn ∈

�
1
2 , 1

�

�� ���������� �� ��������� �� �� ����� (xn)n∈N\{0} ����� �������

�� ������� ��� �� ����� (xn)n∈N\{0} ���������

�� ���������� �� ������ �� �� ����� (xn)n∈N\{0}�

�� ���������� �� ���������� �� xn − 1
2 �

���������� � �� ������ ������� ����� � 1
2n+2 � xn − 1

2 � 1
2n �

������ ���������� � ��������� �������� � ����������������������������

��������� ��� � �� ����� ���� ���� �� �������� ��� �� ����� ��� �� ���� ������ ��� ����� ��� ���� � ��������� �����������������
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�� �������� ����� �� ���� ���� ���� x > 0� ����������� ln(1 + x) � x� �� ���� (Hn)n∈R� (un)n∈R �� (vn)n∈R ��� ������

������� ��� Hn =
n�

k=1

1

k
� un = Hn − ln(n+ 1) �� vn = Hn − ln(n)

�� ������� ��� ��� ������ (un)n∈R �� (vn)n∈R ���� �����������

����� ���� ���������� 6�
• ���� n ∈ N �� � un+1 − un = Hn+1 − ln(n+ 2)−Hn + ln(n+ 1) = 1

n+1 − ln
�
n+2
n+1

�
= 1

n+1 − ln
�
1 + 1

n+1

�
�

������� �� ������ �� � ln
�
1 + 1

n+1

�
� 1

n+1 ���� un+1 − un � 0�
���� ����� ���� ���� ���� ������ n� �� � (un)n �����������

• ���� n ∈ N �� � vn+1−vn = Hn+1− ln(n+1)−Hn+ln(n) = 1
n+1 +ln

�
n

n+1

�
= 1

n+1 +ln
�
1− 1

n+1

�
� �������

�� ������ �� � ln
�
1− 1

n+1

�
� − 1

n+1 ���� vn+1 − vn � 0�
���� ����� ���� ���� ���� ������ n� �� � (vn)n �������������

• ���� n ∈ N �� � un − vn = Hn − ln(n+ 1)−Hn + ln(n) = ln
�

n
n+1

�
−→

n→+∞
0 ��� ���������� �� ln �� 1�

�� � ���� ������ ��� ��� ���� ������ ���� ����������� ��� ����������� ����� ���������� ���� ��� ���� �������

�� �� ������� ����� ������ ��� ��������� γ ����� ��� Hn = ln(n) + γ + o(1)�

������ γ �� ������ ������� ��� ���� ������� ��� ��� ���� �� ����������� �� ������ �� (vn)n� �� � ���� vn −→
n→+∞

γ

�� �� vn = γ + o(1) �� �� Hn − ln(n) = γ + o(1) �� �� Hn = ln(n) + γ + o(1)�

�� ���������� ��� ������� ��
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�
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k=n+1

1
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k=n+1

1
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�

������� ������� ����� ���� ��� ���� ��������� ���� �������� �� ��� ������� �

�� ������� ����� ����� ���� �� �������� �� ��������
2n�

k=n+1

1

k
= H2n−Hn =

�
ln(2n)+γ+o(1)

�
−
�
ln(n)+γ+o(1)

�
= ln(2n)− ln(n)+o(1) = ln(2)+o(1) −→

n→+∞
ln(2)�

�� ���� �
3n�

k=n+1

1

k
= H3n −Hn = ln(3) + o(1) −→

n→+∞
ln(3) ��

n2�
k=n+1

Hn2 −Hn = ln(n) + o(1) −→
n→+∞

+∞�
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��������� ��� �� ����� ��� ��� ����� �� �������� ���� �� ��������� � �� �� ���� ��� ����������� ������� ��
����� � ��� ����� �� ������� ���� �� ���� �������� �� �� ��������� � ��� ����������

�������� �� ������ ���� �� �� �������� ���������

�� ������ �� ������������� ������������ � ����� ������ �� �� ����� (arctan(n))n∈N�

���������� � ��� ������� ��� �� �������� x �→ arctan(x) + arctan
�
1
x

�
�

���� x > 0� �� � arctan(x) + arctan
�
1
x

�
= π

2 � �� �� ������ arctan(n) =
π
2 − arctan

�
1
n

�
= π

2 − 1
n + 1

3n3 + o
�

1
n3

�

��� 1
n −→

n→+∞
0 ��� �������

�� ������� ���� ���� ���� ������ n� �� ������ �� ������ ���� xn ∈
�
−π

2 + nπ, π
2 + nπ

�
��� ��� tan(xn) = xn�

������ f = x �→ tan(x) − x� �� � Df = Dtan = R \
�π
2
+ πZ

�
� ��� Df �� � f ��������� ��� �������� ���

������ �� f � = x �→ tan2(x) � 0� ��� ���� ���������� �� �� �����
�
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

�
� �� ������� �� f ��� ���������

�� ���� ����������� �������� ���� �� kπ� ������ ������
�
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

�
��� �� ���������� ��� ������ �� ��������
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