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Ordre supérieur�� ��Images directe et réciproque

Exercice 1. Comparaisons.

Dans cet exercice, on se donne deux ensembles A et B et une application f : A → B. On note f→ : P(A) → P(B)
l'application "image directe par f" et f← : P(B)→ P(A) l'application "image réciproque par f".

On se donne de plus U, V ⊂ A et P,Q ⊂ B.

1. Comparer f→(f←(P )) et P .

2. Comparer f←(f→(U)) et U .

3. Comparer f←(P ∪Q) et f←(P ) ∪ f←(Q).

4. Comparer f←(P ∩Q) et f←(P ) ∩ f←(Q).

5. Comparer f→(U ∪ V ) et f→(U) ∪ f→(V ).

6. Comparer f→(U ∩ V ) et f→(U) ∩ f→(V ).

Exercice 2.

Soient A et B deux ensembles et f : A→ B.

1. Montrer que f : A→ B est injective si et seulement si ∀X ∈ P(A), f→
(
cX
)
⊂ cf→(X).

2. Montrer que f : A→ B est surjective si et seulement si ∀X ∈ P(A), f→
(
cX
)
⊃ cf→(X).

3. CNS de bijectivité ?

�� ��Fonctions caractéristiques

Exercice 3.

Soit E un ensemble et A,B ⊂ E.

1. En utilisant une expression de 1A∆B en fonction de 1A et 1B vue en cours, déduire une démonstration simple de

l'associativité de la di�érence symétrique.

2. Montrer qu'on a P(B)A ' {0, 1}A×B .

Exercice 4. Soit E un ensemble de cardinal n > 1.

On veut calculer
∑

X∈P(E)

|X|, on conseille de regarder ce qui se passe pour n = 1 et n = 2 avant de se lancer.

1. Rappeler la valeur, pour toute partie X de E, de
∑
x∈E

1X(x).

2. Justi�er que, pour tout x ∈ E, on a
∑

X∈P(E)

1X(x) = 2n−1.

3. En déduire la valeur de
∑

X∈P(E)

|X|.

Exercice 5. Soit E un ensemble de cardinal n > 1.

On veut calculer
∑

(X,Y )∈P(E)2

|X ∩ Y |, on conseille de regarder ce qui se passe pour n = 1 et n = 2 avant de se lancer.

1. Pour (X,Y ) ∈ P(E)2, rappeler la valeur de 1X∩Y (x).

2. En reprenant l'idée de l'exercice précédent, déduire la valeur de
∑

(X,Y )∈P(E)2
|X ∩ Y |.

Énoncé disponible à l'adresse suivante : http://mpsi.daudet.free.fr/.

N'hésitez pas à me poser tout type de question sur un point qui ne vous paraît pas clair par mail à l'adresse abbrug@gmail.com.

http://mpsi.daudet.free.fr/maths/index.html
mailto:abbrug@gmail.com?subject=[MPSI] Question sur [...]
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Exercice 1. Comparaisons.

Dans cet exercice, on se donne deux ensembles A et B et une application f : A → B. On note f→ : P(A) → P(B)
l'application "image directe par f" et f← : P(B)→ P(A) l'application "image réciproque par f".

On se donne de plus U, V ⊂ A et P,Q ⊂ B.

1. Comparer f→(f←(P )) et P . 2. Comparer f←(f→(U)) et U .

3. Comparer f←(P ∪Q) et f←(P ) ∪ f←(Q). 4. Comparer f←(P ∩Q) et f←(P ) ∩ f←(Q).

5. Comparer f→(U ∪ V ) et f→(U) ∪ f→(V ). 6. Comparer f→(U ∩ V ) et f→(U) ∩ f→(V ).

1. On a f
(
f−1(P )

)
⊂ P .

� Soit y ∈ f
(
f−1(P )

)
. Par dé�nition il existe x ∈ f−1(P ) tel que f(x) = y. Par dé�nition de f−1(P ), on a

alors f(x) ∈ P , c'est-à-dire y ∈ P . D'où l'inclusion.

� L'autre inclusion n'est pas toujours vraie. Contre-exemple : A 6= ∅, |B| > 2, f = x 7→ b (où b est un élément
�xé de B) et P = B.
On a alors f

(
f−1(P )

)
= f(A) = {b} qui est strictement inclus dans B.

2. On a U ⊂ f−1
(
f(U)

)
.

� Soit x ∈ U . Par dé�nition on a f(x) ∈ f(U) et donc, par dé�nition,
x ∈ f−1

(
f(U)

)
. D'où l'inclusion.

� L'autre inclusion n'est pas toujours vraie. Contre-exemple : |A| > 2, B 6= ∅, f = x 7→ b (où b est un élément
�xé de B) et U = {a} (où a est un élément �xé de A). On a alors f−1

(
f(U)

)
= f−1

(
{b}
)
= A qui contient

strictement {a}.
3. On a f−1(P ∪Q) = f−1(P ) ∪ f−1(Q).

� Soit x ∈ f−1(P ∪ Q). Par dé�nition, on a f(x) ∈ P ∪ Q, il y a donc deux cas possibles : f(x) ∈ P ou
f(x) ∈ Q. Si f(x) ∈ P alors x ∈ f−1(P ) par dé�nition, et donc x ∈ f−1(P ) ∪ f−1(Q). Si f(x) ∈ Q alors
x ∈ f−1(Q) par dé�nition, et donc x ∈ f−1(P )∪ f−1(Q). Dans tous les cas on a x ∈ f−1(P )∪ f−1(Q). D'où
l'inclusion directe.

� Soit x ∈ f−1(P ) ∪ f−1(Q), il y a donc deux cas possibles : x ∈ f−1(P ) ou x ∈ f−1(Q). Dans le premier cas
on a f(x) ∈ P , donc f(x) ∈ P ∪Q. Dans le second cas on a f(x) ∈ Q, donc f(x) ∈ P ∪Q. Dans tous les cas
on a f(x) ∈ P ∪Q, donc x ∈ f−1(P ) ∪ f−1(Q) par dé�nition. D'où l'inclusion réciproque.

4. On a f−1(P ∩Q) = f−1(P ) ∩ f−1(Q).

� Soit x ∈ f−1(P ∩ Q). Par dé�nition, on a f(x) ∈ P ∩ Q, c'est-à-dire f(x) ∈ P et f(x) ∈ Q. Comme
f(x) ∈ P on a x ∈ f−1(P ) par dé�nition. Comme f(x) ∈ Q on a x ∈ f−1(Q) par dé�nition. Finalement on
a x ∈ f−1(P ) et x ∈ f−1(Q), et donc x ∈ f−1(P ) ∩ f−1(Q). D'où l'inclusion directe.

� Soit x ∈ f−1(P ) ∩ f−1(Q), on a donc x ∈ f−1(P ) et x ∈ f−1(Q). Comme on a x ∈ f−1(P ), on a f(x) ∈ P .
Comme on a x ∈ f−1(Q), on a f(x) ∈ Q. Finalement on a f(x) ∈ P et f(x) ∈ Q, et donc f(x) ∈ P ∩ Q.
D'où l'inclusion réciproque.

5. On a f(U ∪ V ) = f(U) ∪ f(V ).

� Soit y ∈ f(U ∪V ). Par dé�nition, il existe x ∈ U ∪V tel que y = f(x). On a deux cas possibles : soit x ∈ U ,
et donc f(x) ∈ f(U) ⊂ f(U) ∪ f(V ) ; soit x ∈ V , et donc f(x) ∈ f(V ) ⊂ f(U) ∪ f(V ). Dans tous les cas on
a y = f(x) ∈ f(U) ∪ f(V ). D'où l'inclusion directe.

� Soit y ∈ f(U)∪f(V ). On a deux cas possibles : soit y ∈ U , et donc il existe x ∈ U ⊂ U ∪V tel que y = f(x) ;
soit y ∈ V , et donc il existe x ∈ V ⊂ U ∪ V tel que y = f(x). Dans tous les cas il existe x ∈ U ∪ V tel que
y = f(x), et donc y ∈ f(U ∪ V ). D'où l'inclusion réciproque.

6. On a f(U ∩ V ) ⊂ f(U) ∩ f(V ).

� Soit y ∈ f(U ∩ V ). Par dé�nition il existe x ∈ U ∩ V tel que f(x) = y.
En particulier, on a x ∈ U , donc f(x) ∈ f(U). De même on a x ∈ V , donc f(x) ∈ f(V ). On a donc
y = f(x) ∈ f(U) ∩ f(V ). D'où l'inclusion.

� L'autre inclusion n'est pas toujours vraie.
Contre-exemple : A = B = {1, 2}, f = x 7→ 1, U = {1} et V = {2}. On a alors f(U ∩ V ) = f(∅) = ∅ et
f(U) ∩ f(V ) = {1} ∩ {1} = {1}. Ce contre-exemple se généralise à |A| > 2 et B 6= ∅, en prenant f de la
forme x 7→ b, et U et V non vides et tels que U

∐
V = A.

Énoncé disponible à l'adresse suivante : http://mpsi.daudet.free.fr/.

N'hésitez pas à me poser tout type de question sur un point qui ne vous paraît pas clair par mail à l'adresse abbrug@gmail.com.

http://mpsi.daudet.free.fr/maths/index.html
mailto:abbrug@gmail.com?subject=[MPSI] Question sur [...]


2/3 voir sur le forum

:)

211

↑

que b= f(a).

Supposons of injective

Sout XE P(A). Montrons f*X c fox

Soit be fque. il existe be q tel

Montreus be Cfx ie 64 fx par

l'absurde.

Supposons befx

Par définition il existe x EX tel b-762)

que

donc par injectivité b = f(a) = f(x) => a=X

at x et x EX

up

Supposons EXEPCA) X= Fox

Et montrons f injective par

l'absurde.

Sarent an, az EA tq #l44)= $(4)

Supposons Qt 7 Qz is. Os € {az}

por definition, flue) e f*(^{2}) Cºf='{Q} par hypothese

donc tan) € f{a}

ie flac) & f^{\} = {f(uz)}

donc f(44) + f((z)



Par durjectivité de t il existe a EA tel
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Supposons f: A → B surjective.

Soient XEDA) et b € B.

Suppo sons be fºx

ie be{t(2), *ex}

ic b¢ {f(x),xx}

e Ye EX 5 + f(x).

Montrons b e{f(y), ye X}

ie be {f(y), y € X}

que flalab

0

on a

Or be {f(x), *€X} donc a p Xie Q € X.

l'ou be f(x)

E Supposons HXE PIA), F-Xef (X)

En particulier pour X=0

Frø - FrA

ie ocf

cf

le fºA = B

ie f surjective.

B
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Abstract

Sujet disponible à http: // mpsi. daudet. free. fr/ maths/ exercices/ td/ TD16_ ordre_ superieur.
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Avec un excès de zèle monstrueux, j’adore ça.

Notons respectivement , et les FEF1 des bijections, surjections et injections.

Montrons que f ∈ (A,B) ⇐⇒ ∀X ∈ P(A), f→( cX) = cf→(X) par équivalences successives.

f ∈ (A,B) ⇐⇒ f ∈ (A,B) ∩ (A,B) Par définition de

⇐⇒ f ∈ (A,B) ∧ f ∈ (A,B) Par définition de ∩

⇐⇒ (∀X ∈ P(A), f→( cX) ⊃ cf→(X))

∧ (∀X ∈ P(A), f→( cX) ⊂ cf→(X)) Par caractérisation avec l’ordre supérieur de et

⇐⇒ ∀X ∈ P(A),

{
f→( cX) ⊃ cf→(X)

f→( cX) ⊂ cf→(X)
Par associativité de ∧

⇐⇒ ∀X ∈ P(A), f→( cX) = cf→(X) Par double inclusion

On a donc bien f ∈ (A,B) ⇐⇒ ∀X ∈ P(A), f→( cX) = cf→(X) par transitivité de ⇐⇒ .

1Voir mon paper sur les FEF à l’adresse https://github.com/ewen-lbh/theorems/tree/master/function_sets.pdf

1

http://mpsi.daudet.free.fr/maths/exercices/td/TD16_ordre_superieur.pdf
http://mpsi.daudet.free.fr/maths/exercices/td/TD16_ordre_superieur.pdf
https://github.com/ewen-lbh/theorems/tree/master/function_sets.pdf
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