
Opérations élémentaires

I Sur un système lineaire

1 Definition

def Système Cineaire a' p equations et

9 inconnues

(La)

44%. + 012 72 + ... + Qxq2q = b.

Aze X4 + Azz X2 + .....

+Qzqq be

+

(42)

(apete + apz?*

+ ... + Opq xq

Opq3a = bp

(Lp)

ou X,,...,xq

sont les inconnues du système et les

dij

Elk sont appelees coefficients du systène

Une solution du systène et un q-uplet (2,., Xy)

pour lequel les p equations sont satisfaites

ex

(5x - 3y

-1

est un système 2x2

2x + y

4

TT

2eq. 2 inc.

Résolvous-le



Meth 1 Par substitution

2x + y = 4 #y=4-2X

Sachant alors 5x-3y = -1 52-314-22) = -1

6> 112 = -1 +12 62=1

On reinjecte!

y=

= 4-2x = 4-2 = 2

S = {(2)}

Meth 2) Par CLS

Le + 3L, 3 112 = 44 x=1

244 - 5L2 (-6-5)y = -2-20 7 -My -22 By = 2

Réciproquement: OK

S = {(2)}

reng

Par définition du produit matriciel, ,

fapt, t. taiq xy = b,

(apist, t... + app q = ba lap

an

Olg

X,

be

I

X

apg



ex

)

(12)

5x – 3y = -1

(y

2x + y = 4

(42)

-3

1

Al )«(3) = (61

)

saa 12 2)-57-26-240 +672) er monte

(

26)

Le système équivant

-1

IZ

-1

(-) :)00 703)

(1)-6(43

(22)

=

1

121

S={(+1}



rema

On dit

que

lorsqne bi

le système lireure est homogene

- by = (beurk)

= 0

on

À tout SL

peut associer un SLH

obtenu en neuplu çant le second membre

bi

par

def Operations elementaires sur un SL de p equations Le, ..., Lp

1 Permutation

L; A L

2 Transvection

Lit Li +24;

(i+j)

3 Dilatation

Lit uli

(u 70)

thm

sur

une SL ne

change pas

l'ensemble

Effectuer cine OES

des solutions

'Systène linéaire

2 SL Homogène 'Opération élémentaine



2 Algorithme du pivot de Gavis

def SL echelonné

Chaque équation non-nulle du système

(ie. non multipliee pur

Xi

a pour première

inconnue

non -

O) Z



+

2y + 3x + 2+

= 1

4*

2.

t

0

1

0

O

oo

est écheloné

X

y +

+

Jo 90

Z

t

= 0

Z + t = 1

1Z+

3 + t = 2

est eche loné

x

+ y +

+ 24 = 1

Z + 25 = 2

Z -t

=1

of = 0

n'est pas échelonné

rema

Un système échelonne est essentiellement resolu?

ex



+29+ 32 +

1

of

1

2t

4zt

t

t =

1

1

-

7

1 -2y - 37-24

2+t

t

1

g

13

X

=

-2y + 1-3-2=-2y -

Z

1)

t

1

1-2y-13

s- *), yer

x + y +

2.

Z tt

= 0

Z tt

= 1

Z + t = 2

2 = -4- - t = 1- (2-1)-t = -1

y

1-z-t

= -1

Z = 2-6

s-l@.cc



+ y +

Z + 2t

1

3.

+ 2 2.

- t = 1

(La)

(L)

(43)

3 - t

n'est

pus

échelonné mais on

peut le rendre

eche lonné en effectuant Lot L3-22

x + y + z +2t = 1

Z +2t

-36 =-1

= 2

(La)

(L2)

(L3t L3-L)

a

1 - 4 - 1 – 2 = -4-4

= 2-24 =

G

ta

3

-y-1

y

S =

YER

473

1/3

Algorithme dhe Pirot de Gauss

idee on effectue les Œ sur le SL jusqu'à obtenir un SL

élaboré

meth Pour resoudre

(411% +

Apex, + ....

- apq = be

+

019



1. On cherche un coefficient air *0 le plus

le plus simple

possible (dans l'ideal 1)

Si

on n'en trouve pas

sinon

Litlu

on effectue lot

2. Pour 2sisp

Lit Li-

ait La

011

On obtienti

be

+

rautz + a222

Asq xq

Az2X +

+

+ Mzq xa

Apz

... + Upang

ba

que des

3. On recomence ser le sous-systeme obtenue d'inconnues

X2,..., xq

thm

L'algorithme de Grauss termine et est correct

(ie. il eche lonne le se)



ex

y - 2 tt

- 0

2x + y

3x + 24

- 2

S

(41)

(42)

(43)

(La)

-x + 2y

1 x

34

ot

-1

E 1

MO

Etape 1 hekalu

2

2a +

+ 2y

+ 1 -t

1 I lakala)

y - 32 + 2+ - 2

S

(L2

35 -1 (L3

y - 24 tt

(Lat74)

Etape 2 L 26 -L2-221

2 L2€ -L2-241 et L35 L3 + L1

+ -t

SE y 57 + 4t - C O

Lat L-221

2y + Ž - 45 = -1

L3t L+L1

= 0

La

&

La

y - 2z+t

Etupe 3-1



y + 5z + 4t

- Et

0

Z - t

O

117 - 12+ = -1

La

L tl 4

Lutz

Étape

4-2

x

La

11

y

-t = 1

+ 5z +46

O

LE = -1

T O o

L

Z - t

L3

LatL4-11L;

x =

1)

IT NCC X

2

-5-4 =

1

= 1

11

1

SE



II sur tes matrices

1 Definition et interprétation

def

M:=

-)-(4.c) complet

)

Une OE sur M est:

1. Permutation

Li HL

Cit

C

2. Transvection

Lit Li

alj

Cat Cį

2Cj

Dilatation

Lituhi

C; t u Ci

it

3.

M# 0

thm Interpretation en terme de produit matriciel

Soit Me Mpg (4) et M' obtenue par OE de M.

Scar

1. Pour une permutation:

M

x M (Ip - Ejj - Eii + E3j+Eji)«M

1

D

10

+

5

2. Pour une transvection



1

a

M' =

dilatation

une

1

1

Sur les colonnes

C

1. Pour

(re-1 )Eii)

+ H = (1 + AE, - M

3. Pour

M'

*M = (Ip - (1 - 1) E.)M

une permutation

-M*(,- to, tjj+ Ej+

2. Pour

M'=Mx

= M* (Iq + 2Eji)

3. Pour une dilatation

M'=Mx

=Mx (Iq

1

J :

i

M'=Mx

s

is

nost

C

une

trensuection

1

+

1

7

Oy



def Matrices echetonnees

1 Matrice échelonnée par ligne : chacune de ses lignes

non nulles commenceru par strictement plus de zéros

que

la

précédente

2 Matrice échelonnee

par

colonne ty est échelonna

par ligne

2 Matrices associees à un SL

def

be

au 4 + ... + arqxq

on peut

A

sau

com za tepla

un SL

=

[App +

+ ApqXq

by

associer deux matrices:

as1

-A19

La matrice de coefficients

ape

apq

U11

019

. La matrice étendue

Je suis

Guess

19pe apq by

remo a Gauss peut be presenter matriciellenent

l'algorithme de, clucon

j



2x+y

y

2z+t O

- 3z + 2t = 2

-2 +

Zy 3t = -2

X

+ Z -.t

1

Matriciellementi

-2

NO

O 1 -2 1

2 1-3 2

-1 2 0-3

1 0 1 -1

-1 2 0-3

2 1-3 2

o 1 2 1

1 o 1-11

-2

L L3

Y Non

1

-2

-2.

-1 2 0-3

o 5 -3-4

r

o 1 -2 1

L26 L+244 10 2 1-4

Lat L4 +21

-1

-2

-2

2

-1 2 0-3

0 1 -21

os-3-4

o 2 14

ĭ ĭ o

LLz

-1



1 ) 0-3

2

0 1 -2 1

O

2-

--2

Lathy & lou

0 0 7

O O O

3

7

7

• 1 2 O 3

0 1 -2 1

O

(+

2

0 0 7-9

O O O 1

1

Lut 1734

Arrivé là peut reécrire le systeme

x + 2y

- 3t = -2

- 2+ = 0

On

-1 +

y-Zzt t

tz - gt

-2

t = 1

x=

y

TON

1

1

t = 1

On

Mais peut aussi remonter l'algo. de Gaus ce.

faire upparaître des zeros partout seul sur le cling

1

*)

Letla +3L4



1

o

LE

2 0

1 - 2 O

1 0

0 1

1

- 1

1

1

Lst 1/43

1 2

o 1

o o 1

0 1

1

1

1

1

La G hat 2 Laz

1

100

C

O o 1

1

1

1

1

?

1

Lak 222-2

Ce qui donne directement

K JONO

1

y = 1

1

t 1

3 Inversion de la matrice

meth Catcenter l'inverse d'une matrice inversible A

in applique Gauss sur les lignes à la natrice étendue:

(A ; In) ( : ) (In A)

2



rema

A

In

peut aussi

pur

Pour inverser

augmenten

à gauche avent d'effectuer dos c€ Hem des lignes :

(In A T (A1 in)

rema

On peut aus :

augmenter A en dessous ou au dessus

In

( 2 ) Can

Ĉ

A+

1

=

?

ex

0 1 3

6-1

1

o

1 2

0 1 3

0 0 -1

(st - (3+36

100

0 1 3

0 0 -1

1 -2 -1

1 -2 -5

0 1

O 1o

0 0 1

0 0

20

wi doo

1

2u

100

0 1 0



pas

?.

4 Et quand ça ne marche

obj Quantifier le defaut d'inversibilité

tham-def

Soit Me Yopa (IK) et ne N.

.

1. r

le nombre de lignes # 0 a le fin de l'algorithme

du pivot de Gauss sur les lignes.

colonnes to

2.r

colonnes

ex

1.

Une matrice Me My (IK) est in versible ssi rg (my) = =m

2.59M=0 G M=(60))

.

?

=

59

1 2 3

4 s6

8 g/

ex

7

1 2 3

1 2 3

6 -3-6

1 2 3

0-3 -6

2

h 5 6

7 8 9 / 2Ghz444 10-612 / 236 23-24, 10

Lathg 741

123

uso

= 2

= ng

789



1 2-3

2 4-6

1 0 0

2 O

3 0 0

Get6-26

3 6-9

G&G +3G

12 2- 3

2 4-6

1

donc

rg

36 -9

thm

Une E he modifie

le

pas

rung.

5 Décomposition PMQ = Ju

der

Soient

P.9

EIN. On note Jager (ou Jr) la matrice

-

1

(0)

r

ļ

P

(0)

(0)

9

ex



1. p=2, 95

3

2. p = 39=2

1

1

Jz

1 00

0 1 0

Ja

0

lo

Jg - (08

Jl =

oo

rema

Jegr

t

Japir

thm

r.

Soit M une matrice de

rang

Alors il existe pe Mp CIK) inversible

et Q € Hq (IK) inversible telles

PMQ = Jr

telles que

Algorithme de

determination:

Ip M

P Jr

(0) Q

(s) Ig

o Es sur

lignes & colonnes

TACMAS

RMINE


