Lycée Alphonse Daudet — MPSI Année 2020-2021 — Exercices

Fonctions "mieux que dérivables"'

{DERIVEES D’ORDRE SUPERIEUR}

Exercice 1. Régularité ?

sin(x)

six#0

Etudier la régularité* de : =z — { z
0 siz=0

2?In(z) siz>0 N 2" siz >0 N
0 sizx<0’ 0 sinon ’

Exercice 2. Un théoréme de Rolle a l'ordre n ?
Soient n € N, a < beRet f € C"([a,b],R). On suppose f(a) = f'(a) =...= f"D(a) =0 et f(b) =0.

Montrer qu’alors il existe ¢ € ]a, b[ tel que £ (c) = 0.

(FORMULES DE TAYLOR GLOBALES}

Exercice 3. Limites

Donner (avec démonstration!) les limites suivantes :

1. i 22+ of 7 est éel quelconque.
i 3 G on o st un e quclon
n 71 k
2. lim ( )xk,ouOga:gl

Exercice 4. Approzimations

En procédant comme dans le cours (ou autrement) :
1. On admet qu’on sait déja qu'on a 2 < e < 3. Donner une approximation rationnelle de e & 1072 prés.

2. Donner une approximation rationnelle de In(2) & 10712 pres.

1
T

n—1

-1
3. On admet qu’on a, pour tout entier n > 1, arctan™ (z) = (—1) (n—1) = sin (n arctan (

(V1+2?)

pénible mais sans astuce en vient & bout). Donner une approximation rationnelle de m & 10712 prés.

) > (une récurrence

On pourra les écrire sous forme d’horribles sommes, et elles pourront étre "non optimales", mais montrer qu’elles conviennent bien.

4. Vérifier vos résultats avec Python.

[DEVELOPPEMENTS LIMITES PATHOLOGIQUES]

— ZDZ .
Exercice 5. Oun considére la fonction f: R — R définie par f(z) = { et/ siz#0
0 sinon.
1. Donner, pour tout entier n, le DL, (0) de la fonction nulle.

2. Montrer que, pour tout entier n, f a un DL, (0) que 'on précisera.

3. Que nous enseigne cet exemple ?

e~V sin (el/x2> siz#0

0 sinon.

1. Montrer que, pour tout entier n, g a un DL, (0) que 'on précisera 2.

Exercice 6. On considére la fonction g : R — R définie par g(x) = {

2. En déduire que g est dérivable puis calculer ¢'.
3. Pour quelles valeurs de n la fonction ¢’ a-t-elle un DL, (0)?

4. Que nous enseigne cet exemple ?

1. La fonction est-elle continue ? Si oui, est-elle dérivable ? Si oui, est-elle C! ? Si oui, est-elle D? ? Si oui, est-elle C2 ? Etc.
2. On pourra utiliser le résultat de ’exercice précédent.
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[DEVELOPPEMENTS LIMITES SYMPATHIQUES]

Exercice 7. Encore des développements limités

Donner les développements limités des fonctions suivantes au point et & ’ordre considéreé :

1. DL4(—00) de x — arctan(z) (déja vu, mais a retenir!)
2. DL3 (%) de = — cos(x)
3. DL3(1) de 2+ 3°

Exercice 8. Développement limité d’une fonction réciproque.
1. Montrer que 'application f : R — R définie par f(z) = ze®” est bijective.
2. En notant f~! sa bijection réciproque, justifier que f~*

3. Déterminer le développement limité en 0 et & 'ordre 5 de f~!.

Enoncé disponible & I’adresse suivante : http://mpsi.daudet.free.fr/.

a un développement limité en 0 & tout ordre.

N’hésitez pas & me poser tout type de question sur un point qui ne vous parait pas clair par mail a ’adresse abbrug@gmail.com.
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