
Calcul matriciel

CCINP 101

eg
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Avec le formalisme matriciel, cette relation de
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notatin Dans tout le chapitre

on note Ik

Ron C

pour

I Ensemble de matrices



1 Matrice

def

On appelle "matrice à p lignes et y colonnes à coef hans

IK"

un tableau

P

lignes et

9

colonnes dont les elements

sont dans lk.

eg

est une

mmatrice à 2 lignes et 3 colonnes

1 2 3

4

s 6

12

(

34

5 6

est une à

matrice à 3 lignes et 2 colonnes

notation

9

On note Mpq (ik) l'ensemble des matrices a'p lignes et

colonnes et à coefficients dans IK.

On note Mn(K): Manlik)

Buning

par

ses coefs

• On peut décrire une matrice

A = (dij)4515?

1 tj sa

par ses colonnes

A<



par ses lignes

-L1-

A

4p-

ey

matrice identité

10

In-

1

notatn ecriture synthétique

In-16,00

In - ( Sijlesijen

ou Sija

o

1 si i=j

o sinon

“symbole de Kronecker

1

e, e

e... en

1

je ligne

ter

---

In =

ten

ou

te

; = (0...0 10...o)

def

¿e colonne

2 Transposition

Seit M = (m}xj € Mpg (Ik). On apele trumpese de in

M

lu madnice obtenue en renversand lignes of colonnes

tM = (Mjilij

e IK

ie



eg

t/123

4 56

}})

14

25

36

ti 12

34

56

(135

2 46

notati

ty=MT

une

défini

reng On

t

de ) - K

(famille d') applicabions

Hep (IK)

ty

Mp.q (lk)

+

la fransposition

.

thm involutivité de

EME Mp)

3 Matrices remarquables

[poly]



����� �������� ������ � ���� ����� ��������� � ����� �� �����������

�������� ��������� ��� �������� ������������

�������������

� �������� ������������ ���� Mp,q(R)�

�� ����� ��� ���������� ��� �� ������ �� ����� ���� �� ���� ��� �� ������ �� �������� ���� ������ ��� �������� ��������� �
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• ������� ��������� ����� In ∈ Mn(R) � ����� �� ������� ���� ���� ��� ���������� ���� ����� ���� ��� ����������
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• ������� ������������ � �� ���� ���������
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
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a1,1 a1,2 . . . a1,n
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�
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��������� ���� ���� � T = (ai,j)i,j ����� ��� ∀i � j, ai,j = 0�

T =


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0 a1,2 . . . a1,n

0 0
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�
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�
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0 . . . 0 0
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��������� ���� ���� � T = (ai,j)i,j ����� ��� ∀i � j, ai,j = 0�

T =




0 0 . . . 0

a2,1 0
� � �

�
�
�

�
�
�

� � �
� � � 0

an,1 . . . an,n−1 0


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• ������� ���������� �� ��������������

� ��� ������� ���������� ��� ��� ������� S ���� ��� ���������� ���� ����������� ��� ������� � �� ��������� �
S = (ai,j)i,j ����� ��� ∀i, ∀j, aj,i = ai,j �

S =




a1,1 a1,2 . . . a1,n

a1,2 a2,2
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�
�
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�
�
�

� � �
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� ��� ������� �������������� ��� ��� ������� A = (ai,j)i,j ����� ��� ∀i, ∀j, aj,i = −ai,j �

A =


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�
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II Opérations sur les matrices

1 Combinaison line aire

def

Soient A = (dijlij € Mpq (IK)

1B = (bijlij € Mpq(K)

La

some de Aer B :

A+B = (Uij + bij bij

Ypalik

est Laddition clos ucetrices.

(M, N) AM+N

Mpg (1k)?

+

rema

-li

) = ( Catch

4+4

Lp+LA

:

+

-LP-

thm

(Mpq(K) +) est un

groupe

abélien.

1 La matrice nulle est neutre

pour

VME Hpq(K), M+ (0) = (0)+M'=M

2 Toute ucetrice M a

a un synétrique pour +:-M=(-mglij

3 + est associative

4+ est comutative



def

Sait M= (mijlij t Mpg(IK) et de K.

la matrice (a mijlij

eg

(0)

On note a.M

ou aM la uatrice

2 In =



reme On a défini une famille d'applications

SIKxMaglik) Spy(IK)

1(2,M) - 2M

on l'apele multiplication externe

.

thm

(Meg(K) +,-) forme un espace vectoriel, ie

2 .

VME Mp4

M

1 (Mpq(K), +) est un groupe abélien

est compatible avec 1 et XIk

VME Hpq(K), 1.M =M

MEIK, (IK) 2.(u·M) = (2xxM)

3 • est distributive sur + et tik

S42u€ IK, VMESP, (IK), (1+r): M = 2.M+M.M

VA EIK VM, NE Mpy(k), 2.(M+N) = 2M+ 2:N

thm K-linearité de t.

42,MEIK, VM, NEMA (UK), +(:M+p:N) = 7+M+ utn



2 Produit

def

C

k=1

def

Soit LEM, n(K) une

une matrice ligne. (le, leo-lu)

et CE Mat (ik) une matrice coboare. (E)

On appelle produit de l parc

L*C = (lece++-+-lucm) = (HECA

eg

(1 2 3)= (= (1 +10-18) = (32)

"Scient ME (7) Malik

NE(6.-) € Mer(K)

On apelle produit M

Eller (K)

Kaci LpxG

A

On ne peut multiplier Met N que si le nombre de

colonnes de M'ét égal aux nombre de lignes de N

A-(32) € Ngalk); C = ( 3 ) More like

)

; B= (402) EMG, (k)

par N

Lic

L,+Gr

Mx N =

=



A x B a un sens, c'est une matrice 2x3.

1 1 2

(1) 0 1

1

1 2

13 14

34

7 3 10

Bx And

n'a pas de sens

!

C&A c'est une matrice 3 x2

1 2

341

2 1158

-1 olt-2

O 0 1 /

34

rema On a

une

X

M, N)

défini (famille dlapplications

Srp.q(K)xMq.r(K) — Mpr (IK)

la multiplication

HMXN

Un cas particulier remarquable :

Mn(IK) la multiplication intern

lim N)

:

s Mn(K)?

→

X

MXN

I



thm

}

'

1 Ip est neutre à gauche

VME Upy(IK) Ip *M = M

2 Ig est neutre à droite

VME Mpq (K), MxIq = M

3 x est distributive sur +

Y ME Meq(K), YN, N'E Myr (K) M*(N+N") = MxN+MxN

(vMH'E Yong (K) VN E Mar (IK), (M+M”)«N = MxA)+ MAN

thm (talk) +,x) est un anneau

Pour n22, (M(IK), +, x) n'est pas un unneau comutatif

AN

{(61)*( i ) - (82)

(C1)*(61) = (81)

A

Pour IK

n 22, (h(K), +,x) n'est pas intègre

eg 11

(6%)*3) = (*)

#69) et (0)

remo

i-ca) ei = ($)

(-.li

-ip

1



3 Mx

M« (^2-. (9) -(Myce

MC)

.

-L1xM

4

-La

xM

-ep-1

ip

LpxM

OPP

1 2 3

2 1 1

111

1 O

11

2 -141

1 -2 3

2 -12

1 2 1

0 1

thm

Les deux produits sont compatibles

VEIK, VMe Mp4(K), VNE Mqr(IK)

2.(MXN) = (2-M)* N = Mx(2•N)

que

(YnCIK)+, ,-) forme une 1K-algèbre

On peut appliquer polynome à une matrice carree

P= 4oX +QxX+...+ ay Xa et Mc Macik)

On dit

RP-

un

Si

P

alors P(M)= a. Int aqM+ ... + dama

thm

Soient JA E Mp4(IK). (AxB): tA x to

IBE My (IK)



3 Inversion

def

Coil MEMA(IK)

une matrice carrée.

On appelle inverse de a une natrice N telle que

MxN = N*M = In

thm

1 In inverse de M n'existe pas toujours mais est toujours unique.

On le note M-1

2 (N/ MxN-In

N' N*M = In

NM

→ N=Mt

au

thm

ad-bczo

Soit M

=

d -b

M=) EMCK). Alors M inversible ssi

Auquel cas M

(

Soit M inversible. A lors tu inversible et (+2)+(4+4)

l

ad-bc

-C

o

thm



TIL Méthodes de calcul de puissances

rappel CCIND 101

(ann, (buin, (Cnln verifient .

+

(auto

Oan + 1 ba + 1 ca

buti = 1 an + Obnt ha

{ an + { But och

Reformulation:

Cnts

an

bn

pour Xn

Cn

VnEN, Yuri

an

bu

Cn

2

Notous M=

£ £

X

Mx Xo

, X >

X = M*Xq

X3 = M*X2 = M*X, = M*xx.

M?x Xo

X = M** X.

Dans l'énoncé. CCINP: X500)

1. Par contemplation puis recurrence

eg (110)



(8.1)

?

1 1

1 1 0

O 1 1

0 1

1 1 0

o 1 1

O 01

O 11

0 0 1

1 1 oln

1 2 1

0 1 1 0 1 2

1 4 6

1 3 3

0 1 3

0 1 4

0 1

1

0 0 1

1 n

(2)

Conjecture: VnEN, M"=/o in

Too 1.

Meth 2

1 1 0

o 11

1 n

nan

)

ntan

Onn

Anti= ntan

x = 12+

(n-1)+(x-2)+...to

n(n-1)

)

1

2

(

-

()



40

0 1 1

1

(2) 1 mol +(29

0 1 0 1

n+

(2) = ()+(12

)

2= (2

1 (0+)(**)

donc Matl=M" x M =

O 4 (st)

d'ai l'herédité

.



2 Matrices niepotentes

def

Soit ME Mn(K).

M est nilpotente 3pEN", MP= (0)

Indice de nilpotence de M := min

min {PEN, ME (O)}

eg

in dice de nilpotence

(24

l

2.

1

3.

0 1 0

0 0 1 0

4

1

OOO

thm

Sout Me Mn (IK) nilpotente d'indice de nilpoterice N.

Alors Ncn



3 Binôme de Newton

thm

Soient A, B E Mn (IK)

OUT

COMMUTINT

)***

P

k

(A + B)' = =

EQ

A

[)+6)]? =(18)? = (19)

(poję +2 (70)(60) +(0)2 = (18)

retrouvons ()

h

app

Notons

M =

A

6

O

11

B

US

On a

M= A+B ef

Aet B conmutent (car Iz commute avec

Houtes les matrices)

D'après le BAN: M*- (A +B)* =Ě (*)B*- I;

RE (O) B*



ŽC)B* + ECE) B4

k=o

k=3

(0)

(0)

a

B est nilpetente

à partir de 3 3

- 08+()8*+()8

2

2

Izt nB

+

1.00

no

0 0(2)

0 1

o It

on t

O O O

0

1n

(2)

O 1 n

0 1

n

app

4 - 4

1 O

et A et B commutent.

M:=

4 4

- O

J'ap BAN:

2 4

-1-2

M"= (A + B)"

A :=

.

le ECA) A*B

20=2I2

¿Q) age & Co.) altro

B :=



-2n+1

U-

=(

un

Itu

( 1 ) +(59)

uz- un

un an

+



On peut enfin cakuler

(CCINP 101)

N-ON-

-IN YN O

2

Notons M=

0 1 1

M= 1 0 1

110

che

On cherche ( ŽM) n = 1 m

n

M

Notons

1 1

A:= 1 1 1

1 1 1

B:= - I3

Tel que

n

M=A+B

et A et B comutente

donc d'après le Ban ,

-k

JA* (-13)

k

ki

3.A

si k> 1

On

Iz

si k=0

Mn

3

B

a vu

qu'on avait

A

I

Donc



M" =]

k-1

k=0

2.34-11

(A)38-4_11*A + (-13)

-(()344-284) A+ (-1)

2) *

3*(-2)***) A+ (+4)*A+(-1)" I

A + (-1)"(13 - $4)

n

Rao

2n

a

w/

-1)"+1

3

3

(4)nt!

X

2.

3

3

2n an

3

(-1) RH

3

(-1)^2

3

(-un+1

3

3

Finalement

21 22 23 24

(-1)^2 (-1) (-1)nt!

3

M"

(-1)" (unt!

21 22 23

2+(-1)"? 2" (-1) 24 (-1)

2"-4-1)." 244-1)2

2"-(-1)

2"-1-1)

2"+(-1)"2



n

1.

Skill it

uz

X

tr

1

1

wi-

Il

& & &

ua

Jotu



TV Trace d'une matrice

1. Definition

def

Sort M -

EM(K)

land

Asi

Ain

(

Ann

Somme des coefs dicegonaux:

n

Tr (M):

dii

È = 1

eg

Th( (0) = 0

Tr In

n

0

O

n

Tv (4) -

Tr ()

• Tr (3 4) = 0

remy

Truce d'ene nilpotente

M nilpotente Tr M = 0 0

2 Propriétés fondamentale de la trace

thm ppté fondamentale de la trace



reme

SAM Mpq(K)

Soit

TH (Ax B) = [r (8x4)

Be My, p(IK)

On pourrait le démontrer avec

Fubini

thm kinearité de la trace

V2, MER, WMNE MCK) TOM+pN)2T-M+pTra

thm

Sort ME Mn(K) alors Tr (4M) = Tr M


