Lycée Alphonse Daudet — MPSI Année 2020-2021 — Exercices

Limites des fonctions réelles'

Dans cette feuille, sauf mention explicite du contraire, I dénotera un intervalle ou une réunion d’intervalles non triviaux.

On rappelle qu’une fonction 7 : R — R est continue sur I lorsque pour tout point a € R, lim f existe (et vaut donc f(a)).
a

[MAINS DANS LE CAMBOUISJ

Exercice 1. Facile ?
On suppose que f: I — R a pour limite ¢ €]0, +o00[ en un point a adhérent a I.

Montrer qu’on a f(x) > 5 au voisinage de a.

Exercice 2. Limite en +oo d’une fonction périodique

Soit f : R — R une fonction périodique telle que 1+im f existe. Montrer que f est constante.
o0

Exercice 3.

Soit f la fonction définie sur [0, 2] par :

) rsizeQ
fx'—>{ 2—zsizeR\Q

Montrer qu’il existe un unique a de Pintervalle |0, 2] tel que f admette une limite en ce point, et déterminer celle-ci.

Faites un dessin (mais ne vous en contentez pas)!

[UTILISATION pu TLM, pES PAL OU DE LA CSC]

Exercice 4.

Soit f :]0, +oo[— R telle que f est croissante mais x — est décroissante. Montrer que f est continue.

f(z)
T
Donner aussi un exemple, histoire de vérifier que ces bétes-la existent.

Exercice 5. Quelques limites

Calculer les limites suivantes ou montrer qu’elles n’existent pas (on pourra utiliser tous les résultats déja connus) :
) 1 ) 1
1. imazFE|—|et lim zFE|—
x—0 xT r—+00 xT

1\” 1
2. lim (1 + ) et lim <1 + —
rz—0t x r—400 xT

3. lim z?sin (%) et lim x°sin
z—0+ z z—+00

Exercice 6. Equations fonctionnelles a inconnue continue
1. Déterminer toutes les applications f : R — R continues sur R telles que V(z,y) € R?, f(z +y) = f(z) + f(y).
2. Déterminer toutes les applications f : R — R continues en 0 telles que Vo € R, f(2z) = f(x).
3. Déterminer toutes les applications f : R — R continues en 0 telles que Vo € R, f(2x) = €* cos(x) f ().

Enoncé disponible & I’adresse suivante : http://mpsi.daudet.free.fr/.

N’hésitez pas & me poser tout type de question sur un point qui ne vous parait pas clair par mail a ’adresse abbrug@gmail.com.
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