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LIMITES D’'UNE FONCTION.

Contexte : dans tout le chapitre
e [ désigne une réunion d’intervalles non triviaux, par exemple [1,2[ ou R* ou Dy ;
e f: I — R désigne une application de I dans R;
e ¢ désigne un point adhérent a I.

La notion de point adhérent est présentée dans la partie I.1., mais pour une réunion d’intervalles non triviaux on peut
simplement dire qu’un point adhérent & I est ou bien un élément de I ou bien une extrémité de I.
Par exemple ensemble des points adhérents a | — 1,2]U]3, +o0[ est [—1,2] U [3, +o0].

I Voisinages
1.1 Définition
L’idée : un voisinage de « doit étre une partie de R, aussi petite qu’on veut mais "débordant un peu autour de a".
Définition 1 : Voisinage.
Soit o € R.
1. Si a € R, on appelle voisinage de « tout ensemble V,, vérifiant Je > 0, Ja — e, a + &[C V.

2. Si a = 400, on appelle voisinage de « tout ensemble V., vérifiant A € R, A, +00[C Vi co.

3. Si @ = —o0, on appelle voisinage de « tout ensemble V_, vérifiant 3B € R, | — 0o, B[C V_.

Application 1 On a donc une version unifiée de la définition de la limite d’une suite en passant par les voisinages :

Uy = £ € TR ST @b SEULEIIIEIIE ST +vveeeeeeee oottt ettt ettt et ettt et eee e

Notation 1 Pour écrire des énoncés formels portant sur les voisinages, notons Va I’ensemble des voisinages de a.

Définition 2 :  Point adhérent.

On dit que a € R est un point adhérent & I lorsque tout voisinage de a rencontre 1.

Autrement dit : pour tout voisinage V, de a, on a V, N T # ().

On note I I’ensemble des points adhérents a 1.

Exemples 1
1. Il est clair que tout élément de I est un point adhérent a I.
2. Tl est clair qu'on a bien R = R U {00}, la notation est donc cohérente.

3. Pour I'exemple I =] — 1,2]U]3, +oo[ du préambule, on vérifie sans peine qu’on a bien I = [—1,2] U [3, +00].

Les points a adhérents a I sont les réels pour lesquels "¢a a un sens de regarder si f a une limite en a".

1.2 Propriétés des voisinages

Remarque 1

Une partie P C R est voisinage de chacun de ses éléments si et seulement Si ..........cooeveiiiiiiiiiiiniiiiiiiiiiiinneene

Les propriétés suivantes seront utiles pour la suite.
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Proposition 1: Intersection.

Pour tout o € R, l'intersection de deux voisinages de « est un voisinage de a.

DEMONSTRATION. Soient V7, V5 deux voisinages de «. Trois cas :

1. Pour o € R : il existe €1, €5 tels que Ja — e, + £1[C Vi et Ja — €3, a + e3[C Va.

On pose ¢ = min(ey,€2) et on a Jo — e, + e[C V1 N Va.

2. Pour a = +00 : il existe Ay, Ay tels que |41, +oo[C V] et |Ag, +00[C V3.
On pose A = max(A;, As) et on a |A, +oo[C V1 N V4.

3. Pour a = —o0 : pareil. Exercice, si ce n’est pas évident. 0

Proposition 2 :  Séparation.
Soient av # /3 deux éléments distincts de R.

Alors il existe un voisinage V,, de « et un voisinage V3 de f tels que V,, N V3 = 0.

DEMONSTRATION. A renommage prés on peut supposer o < 3. On a quatre cas :

1. Pour —oo < v < f < 400 : on prend V,, =|la —e,a+¢[ et V3 :]BfE,BJrs[avecs:ﬂ;a

2. Pour —co=a < < +o0o:onprend V, =] —o0,8—1[et Vg =] —1,8+1].

3. Pour —oo < @ < f=+0c0:onprend V, =Ja—1,a+ 1] et V3 =]a+1,400].

4. Pour —oo = o, 3 = 400 : on prend V, = R} et Vg = R*. 0

1.3 Propriétés locales

Définition 3 .

On dit qu’une propriété P(f) portant sur f est vraie au voisinage de a lorsqu’il existe un voisinage de a sur
lequel la propriété est vraie, i.e. pour lequel P(fy, ) est vraie.

Exemples 2

1. La fonction sinus est-elle croissante au voisinage de 07
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Définition 4.
On dit que f atteint un extremum local (maximum local ou minimum local) en zy € I lorsqu’il existe un
voisinage de zg sur lequel f(zg) est un extremum (maximum ou minimum) de f.

Exemple 3 Considérons la fonction = — 23 — 3z + 2. L’étude révéle deux extrema locaux :
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IT Limites

II.1 Deéfinition
Définition 5 .

On dit que f a pour limite £ en a et on note f — ¢ ou f(x) — ¢ lorsque la propriété suivante est vérifiée :
a xr—ra

pour tout voisinage Vp de ¢, il existe un voisinage V, de a tel que Vo € INV,, f(x) € V,.

est fini est fini
Il y a concrétement 9 cas possibles suivants que a est +o00 et/ est + o0 .
est — oo est — oo

Exercice 1. En déduire les 9 énoncés possibles.
Cet exercice est corrigé dans les 9 lignes qui suivent. Il est vivement conseillé de le faire et refaire en aveugle avec
un camarade jusqu’a ce que ga rentre.
1. afiniet £fini:Ve >0, In>0, Ve el, [xr—al <n=|flzx)—{ <e.
2. a=4ocoet £fini:Ve>0, JA>0, Ve eI, . > A= |f(z) — ¢ <e.
3.a=—occet £fini:Ve>0,3B<0,Veel, t<B=|f(zx)—{<e.
afiniet {=+00:VA>0, In>0,Vxel, |[zr—a|<n= f(z) > A
a=4ccetl=400:YVA>0, Ja>0, Ve el, z>a= f(x) > A
a=—-o0etl=400:YA>0,IB<0, Ve el, x <B= f(z) > A.
afiniet {=—-00:VB<0,3In>0,Veel, |r—a|l<n= f(z)<B.
a=4ccetl=—-00:YB<0,dJA>0, Ve el, x > A= f(x) < B.
a=—-oxetl=—-00:YB<0,3<0,Veel, <= f(z)<B.

© 0 N> o

Parmi les intéréts de Pentrainement : on ne peut exclure qu’il y ait des coquilles (donc des plus) dans ces 9 lignes.

Plus succintement

R i |t —al<A siae€R If(z) =1l <L sileR
>0 sileR\{- >0 leR\ {-
VL o Vi=oek oy . M=ot eer dasa sia=-+oo = { f(z)>L sil=+oo
< 0 sinon < 0 sinon ) )
r< A sinon flz) <L sinon
Version cerveau cosmique
R - {R,RY)
B = {RX sil=—o0
I — < .
RY sinon
lt—al <A siaeR lf(x)—f()| <L sileR
f—leVvVLeZ(l),3Ac=Z(a),Ve el,{x < A sia=-00 = < f(x)< L sil=—o0
x> A sinon f(z)>L sinon

Exercice 2. Vérifier sur des exemples simples qu’on peut utiliser ces définitions pour montrer qu’une fonction a

bien pour limite le résultat attendu (par exemple x — — en 0, ou en +00, ou encore exp en —oo Ou en +oo, etc).
x

Remarque 2

Cette définition est la définition francophone de la limite. En particulier, si f est définie en a (i.e. a € I et pas
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seulement a € I) et que f — ¢, alors nécessairement ¢ = f(a) (la réciproque étant fausse).
a

1siz=0

) P .
0 sinon n’a pas de limite en 0. On verra plus bas la version anglophone.

Par exemple I'application Y oy =% {

Dessin :

Théoreme 1 : Unicité de la limite.

Si f a une limite en a alors cette limite est unique, on la note alors lim f ou lim f(a).
a r—a

DEMONSTRATION. Supposons qu’il existe deux limites ¢; et /o, finies ou infinies. D’aprés la propriété de séparation il
existe deux voisinages Vy, de {1 et V4, de {5 disjoints. Par définition de la limite il existe donc deux voisinages de a, V, et
Vi, tels que Ve € INV,, f(z) € Vi, et Ve e INV], f(x) € Vi,. On obtient donc Vo € INV, NV, f(x) € Vo, NV, = 0.
Or V, NV est un voisinage de a donc I NV, NV, est non vide. Contradiction. O

Notation 2 Sous réserve d’existence, on notera donc lim f ou lim f(x) 'unique limite de f en a.
a r—a
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Définition 6 :  Limites & gauche, a droite.

1. Ondit que f a pour limite a gauche £ en a et on note f — £ou f(x) — £lorsqu’on a fi;n—cc,af — £-
a— z—a— @

2. On dit que f a pour limite a droite ¢ en a et on note f — Lou f(z) —, ¢lorsqu’on a firnja,+oo] — -
a r—a a

Exercice 3. L’écrire en formalisme symbolique.
Corrigé : 1. fa—jﬁ — Ve>0,In>0,Veel,a—n<z<a=l—c< flz)<l+e.
2. fa—+>€ — Ve>0, In>0,Veel, a<z<a+n=>L—c< f(z)<l+e.
Notation 3 L’unicité de la limite implique 1'unicité des limites & gauche et a droite. Sous réserve d’existence, on

notera donc £ =lim f ou £ = lim f(z) pour f — £;et £ =1lim f ou £ = lim f(z) pour f — .
T—a~ a~ at z—at at

a—

Exemples 4
1. lim E(z)=.... alors que lim FE(z) = .......
z—0~ z—0+
lsiz=0 . .
2. Pour f =Xy =z { 0 sinon oM@ Ilggf flx)=.... et mlg& flz)= ...

Proposition 3 :  Lien avec les limites.

On a deux cas :
1. Sia¢ I, alors: f—/{ < f—>€etf—+>£.
a a— a

2. Siael, alors: f—{ <— f—_)Zetf—+>€etf(a):€.

Exercice 4. Le démontrer.

Remarque 3

. . . . . . lsix= .
Si le second point vous perturbe (sait-on jamais) et que vous auriez voulu que X oy =T~ { 0 ani)n 0 ait une

limite en 0, c’est que vous avez en téte la version anglo-saxonne de la définition de la limite. Avec le vocabulaire

francophone, on parle de limite épointée : f a pour limite épointée £ en a lorsque fi\ o) — ¢
a

Evidemment, dans le cas ot a ¢ I, limite et limite épointée coincident.

I1.2 Critéres d’existence de limite

Dans ce paragraphe, on reprend les critéres de convergence/divergence vus pour les suites et on les adapte aux fonctions.
Il y a des modifications techniques & apporter, mais globalement les théorémes se maintiennent puisque les définitions
sont analogues.
Théoreme 2.

Si f a une limite finie en a, alors f est bornée au voisinage de a.

Exercice 5. Le démontrer.

(méme
a pour

Contrairement a ce qui se passait pour des suites, le fait que f soit bornée au voisinage de
/\ pour a = +00) ne garantit en aucun cas que f soit bornée tout court. Par exemple z +—
limite 0 en +o00 donc est bornée au voisinage de 400, mais n’est pas bornée tout court.

S

Théoreme 3 : TLM, version fonctions.

Soient f € R! croissante et a € I. Alors :
i. Si f est définie a gauche en a, 1ir_n f existe.
ii. Si f est définie a droite en a, l(llgrn f existe.
iii. Toutes les inégalités suivantes sont vraies lorsqu’elles ont un sens : l(il{n f < fla) < llllrJrn f-

Enoncé analogue pour f décroissante.
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Remarque 4
Pour le troisiéme point, si par exemple la fonction est définie au voisinage de a sauf en a, on a seulement lim f < lim f.
- ps

a
Si la fonction est définie a droite de a et en a, mais pas & gauche de a, on a seulement f(a) < liI_El f. Etc.
a

Exemple 5 Un dessin :

DEMONSTRATION.

Pour la démonstration, on supposera que f est définie a gauche de a et on se limitera aux deux cas suivants : « a € I »
et « f non bornée au voisinage de a », et on montrera uniquement 1’énoncé essentiel dans chaque cas. A charge du

lecteur de compléter par lui-méme, s’il le souhaite.

On montre seulement que lim f existe et qu’on a lim f < f(a).

On consideére la partie A suivante : :14 = f(] — o0,a[NI) :a{f(ac), x€letx<a}. A est non vide (on a supposé f
définie & gauche en a) et majorée (par f(a), par croissance de f). Elle a donc une borne supérieure a. De plus, f(a)
étant un majorant de A, on a a < f(a). Montrons qu’on a lim f = a. Comme « est la borne supérieure de A, on a
Ve >0,y € A,y < a<y+ecest-a-dire Ve >0,z € [,z < aa et f(z) < a< f(z)+e. Soit € > 0 et z associé. Posons
1N =a—z. Soit x €]a—n,a[N] =]z,a]NI. On a a > f(z) > f(z) par croissance donc 0 < a — f(z) < a— f(z) < e. Ainsi

a-t-on |f(x) — a| < g| ce qu’il fallait montrer.

‘ Si f est non bornée au voisinage de [ ‘ On montre seulement lim f = 4oc0.
e

On considére 1a encore A = f(] — 0o, a[NI) qui est non vide (on a supposé f définie & gauche en a) mais cette fois non

majorée (car f est non bornée au voisinage de I). Montrons qu'on a lim f = +00. Comme A est non majorée, on a
P

VA > 0,3y € A,y > A clest-a~dire VA > 0,3z € I,z < a et f(z) > A.

On a donc bien lim f = +o0 par définition! O

Théoreme 4 : TDG, version fonctions.

Soient f, g, h trois fonctions comme la fonction f du préambule.

f < g < h au voisinage de a
a. Convergence par encadrement : supposons WER, f—sLet h—s L. Alors g T) L.
a a

f < g au voisinage de a

7 —5 oo Alors g — +oc.

b. Divergence par minoration : supposons {

< h au voisinage de a
— —O0Q.

a

. . . 9
Divergence par majoration : supposons § 7, Alors g — —o0.
a

Exercice 6. Le démontrer.
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I1.3 Opérations sur les limites

Théoreme 5 : Opérations algébriques sur les limites.

Soient f, g comme dans le préambule; £1,¢, € R; et O € {+, —, x, +}.
Supposons qu’on ait f — {1, qu’on ait g — {5, et que £1[¢5 ait un sens.
Alors fg - 40005,

Exercice 7. Ne surtout pas le démontrer. Mais on peut traiter quelques cas.

Théoréeme 6 : Compositions de limites. .
. o . i, - fil—J lim f = b

Soient I et J deux réunions d’intervalles non triviaux, a € I, b € J et { , telles que 2

g:J =R hlr)n g=c.

Alors limgo f =c.
a
Exercice 8. Le démontrer.

Remarque 5

On voit 1a la grande force de la version francophone de la limite. Pour obtenir une version de ce théoréme qui reste

vraie avec la version anglophone, il faut se contorsionner.

II.4 Caractérisation séquentielle de la limite et applications

Théoreme 7: Caractérisation sequentielle de la limite.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

i f— 4,

a

i, V(un)en € IV, up — a = f(u,) — /.
DEMONSTRATION. e Pour a € I, c’est la caractérisation séquentielle de la continuité! Plus généralement, pour a et £
finis, il suffit de recopier la caractérisation séquentielle de la continuité (en remplagant f(a) par £ si a ¢ I).
e Restent 8 cas. A titre d’exercice, vous pouvez traiter I'un de ces huits cas pour voir ce qui change. Plus costaud,

vous pouvez traiter directement la version unifiée a ’aide des voisinages, en identifiant quelles propriétés des voisinages

interviennent. U

Remarque 6

En utilisant la caractérisation séquentielle de la limite, on peut redémontrer les théorémes précédents (opérations algé-

briques, composition, TdG, et méme TLM) plus facilement qu’a P'aide de la définition!

Exercice 9. En faire un ou deux.

En application, on peut adapter aux fonctions les théorémes vus sur les suites. Par exemple, ce théoréme essentiel :

Théoreme 8 : Stabilité des inégalités larges par passage a la limite.
Si f < g au voisinage de a et qu’on a f — ¢; et g — {5 alors £1 < 5.

On peut, bien stir, énoncer une version plus générale avec des fermés.
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