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FAMILLES REMARQUABLES D’UN ESPACE VECTORIEL

Remarque 1

Pas un sev par exemple : R, [X]U {0} car X" —1 - X" ¢ R_,[X] U {0}

I Familles et combinaisons linéaires

1.1 Familles
Définition 1 : Rappel.
Une famille 7 = (v;);er est la donnée, pour tout élément i de ’ensemble d’indices I, d’un vecteur v; € E,

i.e. une application F : [ — F.

Une famille peut étre finie ou infinie.

Dans le cas I = N, une famille indexée par I est une suite. On peut noter indifféremment (v;);cn ou (1}0, V1, U2y vy Upyee
Dans le cas I = {1,2,...,n}, on peut noter indifféremment (v;)g12,..n} 0u (V1,02,...,0,).
Sauf mention explicite du contraire, on indexera toutes nos familles finies par {1,2,...,n} pour un certain n € N.

Par abus, on appellera cardinal de la famille (v;);.; le cardinal de I.

Exemples 1: K=R, E =R3.
1. On peut considérer la famille finie C = (e, €2, €3).

1 4 3k +1 3n+1
2. On peut considérer la famille infinie 7 = (<2>, (5), ce (Sk + 2) ) ) = <(3n + 2))
3/ \6 3k+3 3n+3

3. On peut considérer la famille infinie G = | | ¢
2

neN

teR
Exemples 2: K=R, £ =C>*(R,R).

1. Notons fy =t — e*. On peut considérer la famille (f,\))\GR.
2. On peut considérer (1, X, X2,..., X", .. )en est une famille de K[X]

1.2 Sous-familles

Définition 2 :  Sous-famille.
Soit F une famille. On appelle sous-famille de F = (v;);.; une famille obtenue en < retirant certains vecteurs
a F >, c’est-a-dire une famille de la forme (v;),.; avec J C I.

Exemples 3
— Une sous famille de (e, ez, e3) est (e, ez).
— Une sous famille de (fx)acr est (fort)ten

/I\ (61362562763) # (61762763)

1.3 Combinaisons linéaires
Définition 3 : Rappel.

On appelle combinaison linéaire des vecteurs d'une famille F = (v;),.; toute expression de la forme suivante :
Q1Vi; + v, + - -+ vy, ol les oy, sont des scalaires et les i des éléments de 1.

).
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Le prof n’écrit jamais « combinaison linéaire », il écrit toujours CL.

/N Une CL des vecteurs de (v;);c; est une somme finie de vecteurs de la forme ajv;,, !

Suivant le contexte, I’expression CL pourra désigner ou bien l’expression formelle, ou bien le résultat de l'opération
désignée par cette expression. Mais, quand bien méme on se référerait a ’expression formelle, on fait systématiquement

les deux identifications suivantes :
1. on identifie les CL qui ne se distinguent que par ’ordre des vecteurs, ;
2. on identifie une CL de la forme ajv;, + agv, + ...+ o, + 0v; ,, avec aqv;, + aovy, + ...+ apv;, .

Remarque 2

Conséquence des deux identifications précédentes : une CL de (v1, ..., v,) est toujours de la forme Ajv1+-Aovat- - -+, 0.

Exemple 4
— Une CL des (X™)pen est un polyndme

— Une CL des (coso(w - idr), sin o(w - idg) )wer,

Remarque 3
A toute partie P C E, on peut canoniquement associer une famille : la famille (v),cp. On peut donc sans difficulté
parler de CL des vecteurs d’'une partie de E. On retrouve alors la notion vue dans le chapitre précédent. En particulier,

on peut parler du sous-espace vectoriel engendré par une famille.

II Familles remarquables

II.1 Liberté

Définition 4.

Etant donnée une famille F de vecteurs de E, on appelle CL triviale des vecteurs de F la CL obtenue en
prenant tous les ay nuls. La CL triviale est nulle, au sens ou elle s’évalue en O, le vecteur nul de E. C’est une
(Oéi) eK

CL (aqyx1 + - -+ + agxyg) ol {(Cl?z) cE

Définition & :  Liberfé.
Une famille est dite libre lorsque sa seule CL nulle est la CL triviale. Dans le cas contraire, elle est dite liée.

Remarque 4

ai, ..., o) € K*

Pour tout (a1, k) X tels que ayx1 4+ -+ agxy =0alors ay =as =---=a; =0
(x1,...,21) € E

Pour montrer qu’une famille est liée I(«1,...,ax) non tous nuls, I(z1,...,zx) tel que

o121 + -+ oz = 0.

Remarque 5

Par définition, une sous-famille d’une famille libre est libre. En contraposant, on obtient que si F a une sous-famille
liée, alors F est liée. Par contre, une sous-famille d’une famille liée peut trés bien étre libre.

Soient (j1,...,jx) € J. Soient (aq,...,ax) € KF et (zj,,...,2;,) € E¥ tels que a1, zj, + -+ + apz;, = 0.

On a J C I, donc (j1,...,Jk) C I. Comme (xy)rer est libre.

Donc a1 = -+ = a = 0 Donc (zx)kes est libre.
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/N Une surfamille d’une famille liée est liée mais une sous-famille d’une famille liée peut étre libre!

Par exemple, (e, es,€e3) est libre mais (e, e, €2, €1) est lice

Exemples 5 Les famz'lles des exemples 1, 2, 8 sont-elles libres ?

1
1. 0 1 , 0 est libre :
0 1

Soient (a1, a9, as) € R.

1 0 0 0

o O + (6%} 1 + Qa3 0 = 0
0 0 1 0

aq 0

= Qa9 = 0

Q3 0

3n+1
2. 3n+2 est liée
3n+3 nen
4 1 7 10 0
51 —12)+8)]—-(11])=10
6 3 9 12 0
4 1 8 1 7
215 —-(2]=110]—-12]=]|38
6 3 12 3 9
4 1 7 0
<215)-(2]-18]=10].
6 3 9 0
1
3. ( (¢
2 teRr
1 1 1 1
51—13]=(2]-10
2 2 2 2
1 1 1 1 0
(51 —-13]—-(2]+10)=(0].
2 2 2 2 0
1 1 1
215 )—-14]=16].
2 2 2
.,ak)éRk

4. (expo(A-id))aer est libre. Soient k € N* et {(al’ N tels que, pour tout t € R.

()\1,...,)\k) ERk

aq eMt 4 ageAQt + -+ ake’\’“t =0.
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oq =...=q, =0 En dérivant
a Mt 4 et =0
al)\%e’\lt 4+ -+ ak)\ie)"“t =0
n fois
O ATeM 4 g ARt =0
Matriciellement,
/\(1)€>‘1t e>\2t .. eAkt
AreMt dget2t . \Letkt M 0
A?éAlt )\gékgt L. )\Ze)\kt Ak 0
Ent=0
1 1 1 aq 0
Al Ao Ak a2 0
AT Ay - AR g 0

En n =k — 1, la matrice est carrée.

1 1 1
AAg Ak
det } H (A —Aj) d’aprés Vandermonde.
: : A 1<i<j<k
AN AR

On précise : comme on a choisi fy; # fi,, on a Jtg € R, etito £ it je Tty € R, \itg # At (car A\ito et \jtp non
nuls) On a doc Tty # 0, \; # A,
Donc les (A\;)1<i<k sont 2 a 2 distincts donc la matrice est inversbile et a3 = -+ = oy, = 0.

Ce qu’on sait a la base :

(f)q’f/\zv"'f/\k)

sont des vecteurs de C*°(R,R), 2 a 2 distincts. [J

Remarque 6
La liberté est une notion intrinséque, elle ne dépend pas de F.

Par exemple, la famille ( fA) est aussi libre vue comme famille de vecteurs de RE.

AER

Définition 6 .
On dit que deux vecteurs u et v de E sont colinéaires, et on note u // v, lorsqu’on a :
Jdk € K,u = kv ou 3k € K, v = ku.

Remarque 7
0. La famille @) est libre. TRIVIAL
1. Pour u € E, la famille (u) est libre si et seulement si on a u # Op.

2. Pour (u,v) € E?, la famille (u,v) est libre si et seulement si u et v sont non colinéaires.
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DEMONSTRATION. 1.

Soit u € E tel que (u) est libre.
Donc pour tout a € K, ay, =0 = a=0.
En contraposant : « =1# 0 donc 1 x u # 0

Supposons u # 0.

Soit a € K tel que au =0 donc a =0

2. & [(u,v) est lite < u et v sont colinéaires].

Supposons la famille (u, v) liée.

Alors il existe (a1, az) € K? tels que

aju + asv =0

aq
ap #0 = u=-——v
2

a0=0= awv=0 = v=0=0xu = u//v.

Supposons u//v.

Donc il existe k € K tel que u = kv ou v = ku.

ieu —kv=0ouv—ku=0 donc (u,v) est lice

Une famille de 3 vecteurs 2 a 2 non colinéaires peut trés bien étre liée !
/N

Exemple : La famille (eq,e2,e1 + e2) est liée mais les vecteurs sont 2 & 2 non colinéaires

Exercice 1.

Idée une famille (vy,...,v,) libre
Si la somme est directe, montrons que la famille (vy,...,v,) est libre.
Soit (au,...,a) € K™ tels que ajv1 + agve +--+ apu, =0
~—~— ~—~ ——
€Vect(v),  €Vect(v), €Vect(v),,

Or tout élément de Vect (v), + Vect (v), + - - - + Vect (v),, a une unique décomposition dans cette somme.
On sait que 0 = 0vy + Ovg + - - - + Ov,, donc oy = ag = - - - = v,,.

Supposons la famille (vy,...,v,) libre.
Soit v € Vect (v); + -+ + Vect (v),, tel que :

V=0qU1 Uy = MU AUy o (aq,...,apn) € K" et (A1,...,A,) € K™
Donc (ag — A2)va + (g — Ag)va + -+ + (@ — Ap)v, =0
a1 — )\1 =0 o] = )\1
Or la famille est libre, donc < : donc

ap — Ay, =0 a, = A\

I1.2 Caractére générateur

Définition 7 .

Une famille F de vecteurs de F est dite génératrice de E lorsque tout vecteur de E peut s’écrire comme CL

des vecteurs de F.

Remarque 8

La notion de famille génératrice n’est pas une notion intrinséque, elle dépend de E.

Plus précisément, « F est génératrice de E » peut se reformuler « E = Vect (F) ». En particulier, toute famille F est

toujours génératrice d’'un K-ev : le K-ev Vect (F)!

Exemples 6 Les familles des exemples 1, 2, 3 sont-elles génératrices de E ?
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ag,...,a €K

tel que x = aqv1 + - -+ + Q.
Viyeoo,Up € F

Méthode On prend x € E. On cherche des {

1. Montrons que (e1, ez, e3) est génératrice de R3.

Vect (e1,e2,e3) = {/\61 + pea + Ees, (A, 1, §) € RB}

=R?
a > 0 a
2. Soit ¢ b #0, on regarde | b
c =0 ¢
On cherche ay, ..., ax tel que
k 3t +1 a
dai| 3i+2 | =|0b (1)
i=0 3i+3 c
3n+1 1 1
On remaruge que | 3n+2 | =3n| 1 |+ 2
3n+3 1 3
(1) donne :
> iy Sy a
> iy 3> oy c
k k k
— LL*ZOQ' 16722011 16732012'.
i=1 i=1 i=1
a=b=0 = Zai:22a1
- ZO&Z‘ =0
0
Le vecteur s’écrit | 0 |. Avec , on trouve c—3Y ;=0 = ¢=0
c
0 3n+1
Donc [ 0 | ne peut pas s’écrire comme CL des vecteurs | 3n + 2
1 3n+3 neN
a
3. ¢ . Soit | b | € R3.
2/ ier
1 1 a
yoe,a €R
Soient a1 A telque oy | 61 |+ -+ap |t | =1 b
t1,...,tp €R 9 9 c

ie

>y a
tiZOéi = b
2> oy c
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a =2 ZO&Z‘ 2
b =0 = [t:>a | =10
I =92 QZOLZ 2

ey 0=2=2) a

4. La fonction idg n’est pas CL des (f\) par croissance comparée.
(a1y...,a)
A1y ooy Ar)
tel que V¢ € R, et 4 -+ 4 agert,

Supposons qu’il existe {

— Si on avait les A\; < 0 impossible car le 2éme terme tend vers 0
— Si on avait les A\; < 0 alors le 2éme terme tend vers une constante

— S’il existe des A; > 0 : le plus grand A; définit la croissance du 2éme terme

side-by-side grahs of id and e(lambda t) (lambda > 0)

Donc cette famille n’est pas génératrice.

5. Soit P =% ;X" € K[X] donc ok.

Méthode Montrer que la fonction sin omrid ne s’écrit comme CL des (fy).

La fonction sin owid s’annule sur N.

— On évalue en le bon nombre d’entiers, et on trouve un déterminant de Vandermonde.

Remarque 9

Toute famille F est génératrice de Vect (F)

II.3 Bases

Définition 8 .

On dit d’une famille B de vecteurs de E que c’est une base de E lorsque tout vecteur de E peut s’écrire de
facon unique comme CL des vecteurs de B.

Proposition 1: Reformulation de la définition.
Une famille B de vecteurs de E est une base si et seulement si elle est libre et génératrice de E.

DEMONSTRATION. Soit B = (v;);er une famille de vecteurs de E. La famille B est une base si et seulement si tout
vecteur de E admet exactement une décomposition comme CL des vecteurs de B. Elle est génératrice si et seulement
si tout vecteur de E admet au moins une décomposition comme CL des vecteurs de B. Pour montrer la proposition, il
suffit donc de montrer que la famille B est libre si et seulement si tout vecteur de £ admet au plus une décomposition
comme CL des vecteurs de B. Montrons-le par double implication.

Supposons B libre. Soit v € E et supposons avoir deux décompositions de v comme CL des vecteurs de B :
v o= oqvy, + vy, + o+ oy, = Bivy, + Bovj, + - 4 Bsvj,. Quitte & réordonner les termes de chaque CL et &
rajouter des termes nuls (voir la convention présentée dans la section , on peut supposer avoir s = r et, pour tout
ke {l,...,r}, jr =ig. On trouve donc (ay — B1)v;, + (a2 — B2)vi, + -+ + (ar — Br)vi,. = O, puis, par liberté de B,
ay = B, ag = Ba, ..., @ = B,. D’ou 'unicité d’une telle décomposition.

Supposons que, pour tout vecteur v € F, il existe au plus une décomposition de v comme CL des vecteurs de F.
C’est en particulier vrai pour le vecteur nul Og, ce qui signifie qu’il existe au plus une CL nulle des vecteurs de B.
Comme la CL triviale est clairement nulle, on en déduit que la seule CL nulle des vecteurs de E est la CL triviale,

c’est-a~dire que B est libre. O
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Définition 9 : (informelle).

Lorsqu’un espace vectoriel E est livré en kit avec une base, c’est-a-dire lorsque les vecteurs de cet espace sont,
par définition, des CL uniques des vecteurs d’une famille C, cette famille est une base de E et on 'appelle la
base canonique de E.

Exemples 7
1. L’espace vectoriel K™ a pour base canonique (e, €2, ...,e,) ol e; est le n-uplet dont toutes les coordonnées sont
Mo
nulles, sauf la i-iéme qui vaut 1. En effet, les coefficients du n-uplet sont x1, ..., Tpn, €t on a bien
Ty
Ty
=x1€e1 + X220 + -+ Tpen.
LTn
2. L’espace vectoriel K[X] a pour base canonique (1, X, X2,..., X", ...).
3. Pour la méme raison, I’espace vectoriel K,,[X] a pour base canonique (1, X, X2, ..., X").
4. L’espace M, 4(K) a pour base canonique (Eij)(; jyef1,... pyx{1,....q}
a1 ... Qiq
Mp7q(K): ,a,;jEK
ap1 ... Qpgq

{allEll + -4 apquq,aij S K}

KN:{(uo,ul,...,un,...),ui EK}
(n)n =wuo(l,...,0,...0,...) +u1(0,1,0,...) + ...

pas une CL finie!

donc KN n’a pas de base canonique

Remarque 10

((1,0,...,0,...),(0,1,0,...),...) est une base de l'espace vectoriel des suites de la forme (ug,uy,us,...,u,,0,0,0,...)

ie {suites qui stationnent sur 0}

Remarque 11
A laide de la remarque |7} on peut reformuler la définition 5 du chapitre précédent :

1. Une droite (vectorielle) est un sev de E ayant une base formée d’un seul vecteur.

2. Un plan (vectoriel) est un sev de E ayant une base formée de deux vecteurs.

II.4 Bases adaptées
Définition 10

Etant données deux familles F = (u;)ier et G = (v;)jes, on notera (notation maison) F U G la famille
obtenue en concaténant F et G, qu'on peut, par exemple, formellement définir par F U G = (wg)gex OU

_ _J w; sik est de la forme (4,0)
= IO U T ot oo = { vj si k est de la forme (j,1).

On définit de méme la concaténation Fi U --- LI F,, de n familles.
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Théoreme-définition 1 : Base adaptée.

Siona F=F,®F,&---®F,, ou, pour tout 7, B; est une base de F;, alors B = By LI---LIB,, est une basede E.
Une telle base est appelée base adaptée a la somme directe.

Réciproquement si F = Fy U --- U F, est libre, alors on a Vect(F) = Vect(Fi) & --- & Vect (Fy),
et F est une base adaptée a cette somme directe.

DEMONSTRATION. Je fais pour n = 2.

e Supposons avoir ¥ = F; @ Fy, avec By une base de F} et By une base de Fy. Montrons que B = B LI By est bien
une base de E en montrant qu’elle est libre et génératrice.
D’aprés le résultat de Iexercice 1 plus haut, on a Vect (B) = Vect (B; U Bz) = Vect (B1) + Vect (Bz) c’est-a-
dire Vect (B) = F} + F» = E. D’ou le caratére générateur de B.
Considérons une CL nulle des vecteurs de B = B; U By : une telle CL s’écrit sous la forme Ajuq + -+ + Apup, +
i1+ -+ pgvg = Op, ol les u; sont des vecteurs de B et les v; des vecteurs de By. Posons u = Ajuq +- - -4+ Apup
et v = v+ -+ lgve. On a ainsi u+v = O, et comme B; est une base de F; on a u € F, et comme B, est une
base de F on a v € F5. La somme Fy @ F5 étant directe, on a donc u = v = O, c’est-a-dire Adjuy + -+ Apu, =
11 + - - - + pgvg = Op. Par liberté de By et de By, on a donc bien \; =--- =X, = =--- = p, =0.
D’ou la liberté de B.

e Supposons avoir F = Fj LI F; libre. Les familles F; et F» sont libres comme sous-familles de F. Pour i € {1, 2},

on a par définition F; génératrice de Vect (F;), et par liberté elle en forme bien une base.

Alors on a Vect (F) = Vect (F1) @ Vect (F2) et F est une base adaptée a cette somme directe. 0
Exemple 8
1. Ox & Oy = R?
<~ 7L ~—
base €1 hase ey base e1lUea=(e1,e2)
R? = Vect el ) €2
—— —

Oxz=Vect(e1) Oy=Vect(ez)

2. R[X] a pour base (1,X,...,X": X"t )
Alors R[X] = Vect (1, X,..., X™) @ Vect (X"'H,...)

Ry, [X] Xn+IR[X]
et (1,X,..., X", X" . .)) est une base adaptée a la somme directe.
z t
3. yl,z2+y+2=0 ® t],teR =R3
o Fy L F3
1 0
— Base de F : 0o |, 1
-1 -1
1
— Base de f3 : 1
1
1 0 1
Une base de R3 adaptée a la somme directe est o), 1 ],{1
-1 -1 1

La proposition précédente donne un procédé explicite de construction de sous-espaces supplémentaires : on considére
une base de F, on la scinde en deux, et on obtient les bases de deux sous-espaces supplémentaires de F.
Fi o =(1,X, X% ...,X? )

Exemple 9 Notons .
P {fg — (X, X3,... X+ )
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F1 U Fy est une base de R[X].
Donc {polynomes pairs} @ {polyndomes impairs} = R[X].

Mn(K) = Vect (() Ev1, Eo, ..., Enp, B2, E13, . . ., Enfl,na ,Eo1, E31, ... ,En,nq

E;; E;j,i<j E;j,i>j

On obtient :

M (K) = Vect (() Ei;) @ Vect ((Eij)i<j) © Vect ((Eij)i>;)

= {diagonales} & {triangulaires supérieures strictes} @ {triangulaires inférieures strictes}

10
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