
Lycée Alphonse Daudet � MPSI Année 2020-2021 � Exercices

Familles en dimension �nie

Dans toute la feuille, K = R ou C. �� ��Espaces de dimension finie (ou pas)

Exercice 1. Exemples d'espaces de dimension �nie

Justi�er que les espaces vectoriels suivants (les lois sont implicites et on ne demande pas de montrer qu'il s'agit bien
d'espaces vectoriels) sont de dimension �nie, et en donner la dimension et une base :

1.
{
(x1, x2, x3, x4, x5) ∈ K5, x1 + 2x2 + x3 = x2 + 4x4 = x1 + x3 − 8x4 = 0

}
;

2. {P ∈ K3[X], P (−1) = P ′(1) = 0} ;
3. {P ∈ K3[X], P (0) = P (1) = P (2)} ;
4. L'espace des suites de KN périodiques de période N , où N ∈ N \ {0} est �xé.

Exercice 2. Exemples d'espaces de dimension in�nie

Justi�er que les espaces vectoriels suivants (les corps et les lois sont implicites et on ne demande pas de montrer qu'il
s'agit bien d'espaces vectoriels) ne sont pas de dimension �nie :

1. L'espace vectoriel engendré par les fonctions croissantes de [0, 1] dans R.
2. L'espace de toutes les suites KN.

3. L'espace des suites de KN périodiques.

�� ��Calculs dans un sev de dimension finie

Exercice 3. Rang

Déterminer le rang des familles suivantes :
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3. (x 7→ ln(x), x 7→ ln(2x), x 7→ ln(3x), . . . , x 7→ ln(nx)) dans E = C∞(R∗+,R)

Exercice 4. Polynômes trigonométriques

On désigne par n un entier naturel. On note

F = Vect (x 7→ 1, x 7→ cos(x), . . . , x 7→ cosn(x)) et G = Vect (x 7→ 1, x 7→ cos(x), . . . , x 7→ cos(nx)) .

Justi�er que F et G sont de dimension �nie, puis déterminer leur dimension, puis montrer qu'on a F = G.

�� ��Morphisme de décomposition

Exercice 5. Base de Bernstein

Pour k ∈ {0, . . . , n}, on pose Bk(X) =

(
n
k

)
Xk(1−X)n−k.

1. Montrer que B = (B0, . . . , Bn) forme une base de Kn[X].

2. Donner la décomposition des polynômes 1 et Xn dans B.

3. Calculer
n∑

k=0

kBk et en déduire la décomposition du polynôme X dans B.

Généralisation ?
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�� ��Suites récurrentes linéaires doubles

Exercice 6. Application directe

1. Décrire simplement l'ensemble des suites (un)n∈N telles que ∀n ∈ N, un+2 = 2un+1 − un.

2. Donner en fonction de n l'expression du terme général de la suite (bn)n∈N telles que b0 = 0, b1 = 1 et
∀n ∈ N, bn+2 = 3un+1 − 2bn.

Exercice 7. Suites récurrentes linéaires doubles à coe�cients constants

1. Donner en fonction de n l'expression de un lorsqu'on a u0 = u1 = 4 et ∀n ∈ N, un+2 = 4un+1 − 4un.

2. Donner en fonction de n l'expression de un lorsqu'on a u0 = 1, u1 = 2 et ∀n ∈ N, un+2 = 3un+1 − 2un.

3. Donner en fonction de n l'expression de un lorsqu'on a u0 = 1 et u1 = 0 et ∀n ∈ N, un+2 = 2un+1 − 2un.

Énoncé disponible à l'adresse suivante : http://mpsi.daudet.free.fr/.

N'hésitez pas à me poser tout type de question sur un point qui ne vous paraît pas clair par mail à l'adresse abbrug@gmail.com.

http://mpsi.daudet.free.fr/maths/index.html
mailto:abbrug@gmail.com?subject=[MPSI] Question sur [...]

