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Familles en dimension ﬁnie'

Dans toute la feuille, K = R ou C.

[ESPACES DE DIMENSION FINIE (OU PAS)]

Exercice 1. Ezemples d’espaces de dimension finie
Justifier que les espaces vectoriels suivants (les lois sont implicites et on ne demande pas de montrer qu’il s’agit bien
d’espaces vectoriels) sont de dimension finie, et en donner la dimension et une base :

1. {(Il,IQ,JIg,I4,$5) €K? 21+ 220+ x3=a0+4xs =21 + 23 — 8Ty = 0} ;
{P e Ke[X], P(~1) = P(1) = 0};

[P Ky[X], P(0) = P(1) = P(2)};

L’espace des suites de KN périodiques de période N, ot N € N\ {0} est fixé.
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Exercice 2. Ezemples d’espaces de dimension infinie
Justifier que les espaces vectoriels suivants (les corps et les lois sont implicites et on ne demande pas de montrer qu’il
s’agit bien d’espaces vectoriels) ne sont pas de dimension finie :

1. L’espace vectoriel engendré par les fonctions croissantes de [0,1] dans R.
2. L’espace de toutes les suites K.

3. L’espace des suites de K périodiques.

[CALCULS DANS UN SEV DE DIMENSION FINIEJ

Exercice 3. Rang

Déterminer le rang des familles suivantes :

3 2 0 1
2 3 1 2 4
1. PR EEE 2 dans R*.
0 5 3 2 1
1 2 1 2 2 1 6 6
P((23) (25) (02) (35) (5 ) (65 )) wmesrees
3. (z = In(x),z — In(2z),z — In(3x),...,z — In(nz)) dans £ = C*(R},R)
Exercice 4. Polynomes trigonométriques

On désigne par n un entier naturel. On note
F = Vect (x — 1,2 — cos(x), ...,z — cos™(z)) et G = Vect (x — 1,2+ cos(z),...,x > cos(nz)).

Justifier que F' et G sont de dimension finie, puis déterminer leur dimension, puis montrer qu'on a F' = G.

LMORPHISME DE DECOMPOSITIONJ

Exercice 5.  Base de Bernstein
Pour k € {0,...,n}, on pose Bi(X) = < Z ) Xk - X)nk,
1. Montrer que B = (By, ..., B,) forme une base de K, [X].

2. Donner la décomposition des polynoémes 1 et X™ dans B.

3. Calculer > kB et en déduire la décomposition du polynéme X dans B.

k=0
Géneéralisation ?
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[SUITES RECURRENTES LINEAIRES DOUBLESJ

Exercice 6.  Application directe
1. Décrire simplement ’ensemble des suites (uy,)nen telles que Vn € N, w19 = 2upt1 — Up-

2. Donner en fonction de n expression du terme général de la suite (b,),en telles que by = 0, by = 1 et
Vn € N, bn+2 = 3un+1 - 2bn

Exercice 7.  Suites récurrentes linéaires doubles a coefficients constants

1. Donner en fonction de n 'expression de w,, lorsqu’on a ug = u; =4 et Vn € N, upy0 = dupy1 — duy,.
2. Donner en fonction de n I’expression de u,, lorsqu’on a ug =1, uy =2 et Vn € N, upi0 = 3up1 — 2u,.

3. Donner en fonction de n 'expression de u, lorsqu’on a up =1 et u; =0 et Vn € N, upyo = 2upy1 — 2uy.
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