Lycée Alphonse Daudet — MPSI Année 2020-2021 — Exercices

K-espaces vectoriels — sous-espaces vectoriels

Dans toute la feuille, K =R ou C.

[SOUS—ESPACES VECTORIELS}

Exercice 1.  Sous-espaces vectoriels (ou pas)

Parmi les ensembles suivants, déterminer lesquels sont des sous-espaces vectoriels de I’espace vectoriel E proposé (les
lois sont implicites).

1. F1:{< Z ) € R3, abc:O} ethz{( 2 ) € RS, x1<x2<x3} dans R3.
c x3

2. F3 = L, ensemble des fonctions lipschitziennes dans E = R’.
3. Fy={f € D*R,R), Vz € R, f’(z) = f(2?) — f(x)} dans E = C*(R,R).
4. Fs ={f € D*(R,R), Vz € R, f"(z) = f(2)* — f(2)} dans E = C*(R,R).

Exercice 2. Espaces vectoriels engendrés.

0 3 6 3k
1. Décrire simplement 1’espace vectoriel engendré par {( 1 ), ( 4 ), ( 7 )7..., ( 3k+1 ),} dans R3.
2 5 8 3k 42

2. Décrire simplement I’espace vectoriel engendré par {x +— z + 1, x + z — 1} dans R®.

3. Décrire simplement ’espace vectoriel engendré par {( (1) 8 ) , < (1) (1) > , ( 8 (1) )} dans My (R).

[SOMMES - SOMMES DIRECTES - SUPPLE’MENTAIRES]

Exercice 3. Sommes

T T t
OnnoteFlz{( y > €K3|:p+y+z:0},FQ={< y ) €K3|x2y+z:0} etF3={< t) tEK}.
z z t

1. Justifier briévement que Fy, F» et F3 sont des sevs de K3.

2. Décrire simplement les sommes F; + F», F| + F3 et Fy + F3, en précisant quelles sommes sont directes et pourquoi.

Exercice 4. Un trés gentil supplémentaire.
On se place dans F = K[X]. Justifier que K = K[X] = {polynomes constants} est un sous-espace vectoriel de de F.

Donner un supplémentaire de K dans FE.

Exercice 5. Supplémentaires

xT
1. Onnote F = { < Y ) EK' |z +z=y+t= O}. Montrer que F est un sev de K* et en donner un supplémentaire.
t

2. Donner un supplémentaire de F' = {f : R — R, f(0) = 0} dans R¥. Que dire de F'?
3. Soit P € K[X]. Montrer que PK[X] = {PS, S € K[X]} est un sev de K[X].

En donner un supplémentaire dans K[X]. On pourra distinguer le cas P = 0 des autres cas.

Indication : qu’énonce le théoréme de division euclidienne ? Remarque : que retrouve-t-on ?

4. Donner un supplémentaire de F' = {fonctions affines} dans F = C*(R, R).
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Exercice 6. Matrices symétriques, antisymétriques, et de trace nulle.

On se place dans M,,(K). On rappelle que la trace d’une matrice M = (mm-) . est la somme de ses coefficients

,J
diagonaux : Tr(M) = > m;,;. On note S, (K) I'ensemble des matrices symétriques, A, (K) l’ensemble des matrices
=1

i
antisymétriques, et TN, (K) ’ensemble des matrices de trace nulle.

1. Justifier que TN ,,(K) est un sous-espace vectoriel de de M,,(K), puis que A, (K) est un sev de TN, (K).

2. Décrire A5(K), S2(K) et TN 3(K). Les décrire comme des sous-espaces vectoriels engendrés. Quels types particuliers
de sous-espace forment-ils ?

3. Montrer qu’en général, A,,(K) et S,,(K) sont supplémentaires.
4. Montrer qu’en général, TN ,,(K) est un hyperplan.

Enoncé disponible & I’adresse suivante : http://mpsi.daudet.free.fr/.

N’hésitez pas & me poser tout type de question sur un point qui ne vous parait pas clair par mail a ’adresse abbrug@gmail.com.
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