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ESPACES ET SOUS-ESPACES VECTORIELS

On connait moults R-espaces vectoriels :

(Myg(R), +,) Rl +,) = (€ -+ | THEAY
np,q I — . (CUL,R),+,-) (DLn(O)’—i_")
) G = B @ix L) ®,)

L’objectif : identifier une banque de théorémes qui s’appliquent (entre autres) a tous les exemples précédents.
Dans toute la suite on fixe un sous-corps K de C (mais en vrai on ne regardera que K = R ou C — trés éventuellement Q).

Dans toute la suite, (E, 4+, ) désignera un K-espace vectoriel (en abrégé K-ev, c’est pas de moi). Rappel : cela signifie

i/ (E,+) est un groupe commutatif
ii/ - est compatible avec xg et 1k
iii/ - est distributive sur +

Dans ce contexte, les éléments de E sont appelés des vecteurs et les éléments de K des scalaires.

A comprendre tout de suite :
— Les trois opérations structurelles d’un K-ev sont le vecteur nul, ’addition des vecteurs et la multiplication externe.
— On voit tout de suite qu’on peut combiner les deux derniéres opérations avec la notion de combinaison linéaire
de deux vecteurs. Une combinaison linéaire de deux vecteurs est une expression de la forme Au + pv, o A, i
sont des scalaires et u, v sont des vecteurs.

— Plus généralement, on voit qu’on peut combiner les trois opérations avec la notion de combinaison linéaire.
T

Une combinaison linéaire est une expression de la forme E Aiu; ot T est un entier naturel, les A\; des scalaires et
i=1
les u; des vecteurs.

On notera en abrégé « CL » pour « combinaison linéaire » (ce n’est pas de moi non plus).
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I Sous-espaces vectoriels

I.1 Caractérisations équivalentes

Définition T .

On appelle sous-espace vectoriel de (E,+, ) (en abrégé < sev >, toujours pas de moi) un ensemble F' inclus
dans FE stable pour la structure d’espace vectoriel de E, c’est-a-dire tel que :

e OpcF,
o V(x,y) € F? z+y€EF,
e Vx e F,VAeK, \xeF.

On a vu que les opérations « addition » et « multiplication externe » peuvent se synthétiser par ’opération « combinaison

linéaire de deux vecteurs ». Cela donne immédiatement la caractérisation équivalente suivante.

Théoreme 1 : Utile & la démonstration.
Un sous-ensemble F' de E est un sous-espace vectoriel de (E,+,-) si et seulement s’il est non vide et stable
par combinaisons linéaires de deux vecteurs, c’est-a-dire F # () et V(\, u) € K2, V(z,y) € F?, A\v + uy € F.

DEMONSTRATION. Soit F' C FE. Raisonnons par double implication.

Supposons que F' soit un sous-espace vectoriel de F.

Alors 0 € F donc F est non vide. Soient (\,u) € K2 et (x,y) € F2. Comme F est un sous-espace vectoriel, il est
stable par multiplication externe, on a donc Ax € F' et uy € F. Comme F est un sous-espace vectoriel, il est stable par
somme, on a donc Az + py € F.

Supposons avoir F' non vide et stable par CL de deux vecteurs. F' étant non vide, il existe un élément zq € F.
e Comme F est stable par CL, on a O = lag + (—1)zg € F.
e Soient x € F et y € F. Par stabilité par CL, on a V(\, u) € K2, Az + uy € F. Pour A = u = 1, on obtient
x+y € F. On a donc bien la stabilité par somme de F'.

e Soient x € F et A € F. Par stabilité par CL, on a V(y,u) € F x K, Az + py € F. Pour y = x¢ et u = Og, on
obtient Az € F'. On a donc bien la stabilité par multiplication externe de F. 0

On a vu que les trois opérations structurelles peuvent se synthétiser par I'opération « combinaison linéaire ». Cela

donne immeédiatement la caractérisation équivalente suivante.

Théoreme 2 : Utile a I’exploitation .
Un sous-ensemble F' de E est un sous-espace vectoriel de (E, +, ) si et seulement s'il est stable par combinai-
sons linéaires quelconques, c’est-a-dire si et seulement si on a :

VreN, Y(ag,...,ar) €EK", Y(uy,...,ur) € F", ajuy + agug + - - - + a,u, € F.

DEMONSTRATION. Le sens réciproque est TR IV I A L, le sens direct se traite par récurrence sur la
longueur de la CL. O

L’idée : la définition 1 ou le théoréme 1 sont plutét utiles pour montrer qu’une partie est un sev, alors que le théoréme 2

est plutot utile pour utiliser qu'une partie est un sev.

1.2 Exemples et contre-exemples

x

Exemple 1 On se place dans F = R?, muni des lois usuelles. La partie F = {(y), r—2y+z= 0} est-elle un sev ?

z

0
Non-vide OnalO=|0]|€eF < 0-2-0+0=0
0



Lycée HIHNEEEE HEEEEN - MPSI Année 2020-2021 — Cours et compléments

Stabilité par combinaison linéaire Soient A, 4 € R. Soient @, v € F'.
Notons 1_{ = @iy Zl).
U = (221925 22)
-2 =0
On a T1 Y1+ 21 '
To—2ys+220 =0

T To AT, + pxs
Aoy | +ply2 | = Ayr+ pye
1 29 Az1 + 2z

A1+ pxe — 2(Ayr + pye) + Azn + pze = Mar — 2y1 + 21) + (e — 2y2 + 22)
=A-04+up-0 par hypothése

=0 car (R, 4+, X) est un anneau
T X9

= M wn |+pl v ) eF
Z1 z9

— |c’est bien un sev ‘

Exemple 2 On se place dans E = R?, muni des lois usuelles. La partie W = {(y), T—2y+z= 1} est-elle un sev ?

z

Ona0—2-0—|—0751doncOR§5Wdonc‘c’estpasunsev‘.

Remarque 1

Quand un pertie F' de E est définie par un systéme d’équations linéaires homogeénes, c’est toujours un sev.

a+b
Exemple 3 On se place dans E = R3, muni des lois usuelles. La partie G = {<2a - Z), (Z) € R2} est-elle un sev ?
a+ 2
0+0 0 0
Non-nullit¢é Onabien [ 2-0—-0 | = 0 ]| donc [ 0 ] €e G douG #0
0+2-0 0 0

Stabilité par combinaison linéaire Soient A\, € R. Soient @, v € F.

q = (a1 4+ b1;2a1 — bija1 + le)
Notons < _ .
T = (a2 + b2;2az — by; az + 2by)
)\al + )\bl + Hnao + ,U,bQ
)\ﬁ‘i’ ,LL17 = 2)\@1 — >\b1 + 2/14(12 — ,U,bg
Aaq + 2Mby + pas + 2ubs
(Aar + paz) + (Aby + pbz)
= [ 2(Aa1 + paz) — (Aby + pba)
()\al + Mag) + 2()\[)1 + /ng)
On a bien (i(zl _—::ZZQ) € R? (car (R,+, x) est un anneau), d’ot F' stable par combinaison linéaire.
1 2

Remarque 2

Quand on a une partie F' de E définie par paramétrage linéaire, c’est toujours un sev de E.

x
Exemple 4 On se place dans £ = R3, muni des lois usuelles. La partie B = {(y), 22+ +22 < 1} est-elle un sev ?
z
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1 0 1
O)J+{1)=|(1
0 0 0

Or 12 +12 4+ 0% =2 et (2 < 1). Donc B n’est pas stable par +, donc B n’est pas un sev de E.

Exemple 5 On se place dans E = M,,(R), muni des lois usuelles.
L’ensemble des matrices triangulaires supérieures forme-t-il un sev ?
— La matrice nulle est triangulaire supérieure
— Une somme de deux matrices triangulaires supérieures est triangulaire supérieure car 0 +0 =0

— 0 est absorbant pour xg donc une matrice triangulaire supérieure multipliée par un scalaire réel reste triangulaire

supérieure.

Exemple 6 Onseplacedans E = M, (R), munideslois usuelles. L’ensemble des matrices inversibles G L, (R) forme-t-il
un sev ?

(0) € GL,(R) donc GL,(R) n’est pas un sev.

Exemple 7 Onseplace dans E = M3(R), muni des lois usuelles. L’ensemble des matrices de rang <2 forme-t-il un sev ?

S
I

est de rang 2

Sy
I

est de rang 1 < 2

oo O oo

OO O OO
OO O OO

Mais A + B = I3 n’est pas de rang inférieur a 2.

Exemple 8 Soit I une réunion d’intervalles non triviaux et £ = R, que I’on muni des lois usuelles. Soit n € N.
L’ensemble D" (R, R) est-il un sev de E?

— t—=0€e F,donc F#0
— Soient f,g € F = D"(I,R),\, u € R. D’aprés le cours, \f + pug € D*(I,R) et (Af + pug)™ = Af) 4 pg(™ . "F

est stable par CL par théorémes généraux".

1.3 Structure d’espace vectoriel

Théoreme 3.

Si F est un sev de FE, alors les lois de E induisent des lois sur F, et F', muni des lois induites, forme un K-ev.

DEMONSTRATION. e Voyons que les lois de F induisent des lois sur F'.

Tout d’abord on a bien Og € F par définition d’un sous-espace vectoriel.

Comme un sous-espace vectoriel est stable par somme, on a V(z,y) € F?, x +y € F. Ainsi, en restreignant la loi + a
F x F, on obtient une application + : F' x F — E que 'on peut corestreindre en une application + : F' x F — F.

Un sous-espace vectoriel est stable par multiplication externe, c¢’est-a-dire qu’on a

V(A z) e Kx F, A-x € F. Ainsi, en restreignant la loi - & K x F, on obtient une application - : K x F' — E que l'on
peut corestreindre en une application - : K x ' — F.

e Les axiomes d’espace vectoriel sont vérifiés pour tous les éléments de E, donc a fortiori pour les éléments de F. [

Application 1 Ceci permet de voir, pour ne reprendre que le dernier des exemples précédents, que (D™(I,R),+, ")

(pour I une réunion d’intervalles non triviaux) est un R-espace vectoriel.
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II Opérations sur les sevs

II.1 Intersection de sevs
Théoréme 4 .
Soit (F;);er une famille de sevs de E. Alors () F; est un sev de E.
iel
DEMONSTRATION. Notons F' = [ F;. Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de E.
iel
e Pour tout indice ¢ € I, F; est un sous-espace vectoriel et comprend donc Og. Le vecteur nul appartient donc a tous

les F;, ce qui équivaut a dire qu’il appartient & leur intersection.

e Soient (u,v) € F? et (A, 1) € K2. Pour tout indice i, on a u € F; et v € F; par définition de I'intersection. On a donc
Au + pv € F; puisque F; est un sous-espace vectoriel de E. Ainsi, le vecteur Au + pv appartient a tous les F;, ce qui

équivaut a dire qu’il appartient & leur intersection. O

Application 2 C>*(I,R) (pour I une réunion d’intervalles non triviaux) est un sous-espace vectoriel de R¥.

En effet : C*(I,R)= (| D"(I,R)
neNX

Remarque 3

Ca marche pas pour U : Pour l'espace vectoriel (R?, +,-) :

<{(2> ’yeR} . {<0,xz€ R>} +)

N’est pas un sev : par exemple, il est pas stable par somme.

II.2 Sommes de sous-espaces vectoriels

Définition 2 .

Pour n un entier naturel et Fy, Fs, ..., F}, des sous-espaces vectoriels de F, on appelle somme de Fy, Fs, ..., F,
lensemble Fy + Fy + -+ F, ={u; +us+ -+ up, u1 € Fy, us € Fy, ..., u, € F,}.

F+G={f+g,(‘§) € F x G}

Théoreme 5 .
Pour n un entier naturel et Fy, Fs, ..., F}, des sevs de F, F; + F5 + --- + F,, est un sev de F.

DEMONSTRATION. Pour n = 2 pour faire simple (mais la preuve est la méme).

e On a Og € Fy car F} est un sous-espace vectoriel de F, et 0 € F5 car F; est un sous-espace vectoriel de F, donc
0p =0 +0g € F1 + F5.

e Soient u et v deux vecteurs de F; + F5 et A et u deux scalaires. Par définition, il existe u; et v; dans F1, et us et vo
dans Fs tels qu’on ait u = u; + ug et v = v1 + v9. Comme F} est un sous-espace vectoriel on a Auj + pv; € Fy ; comme
F5 est un sous-espace vectoriel on a Aus + pve € Fy. Finalement on a Au + pv = (Aug + pv1) + (Aug + pog) € Fy + Fy
par définition. O

Remarque 4 La somme des sevs est :
e Idempotente : pour tout sev F'de F,ona F+ F = F;
e Commutative : pour tous sevs F et Gde F,ona F+ G =G+ F;
e Associative : pour tous sevs F', Get Hde E,ona (F+G)+H=F+ (G+H)=F+G+H;

e Admet pour élément neutre le sous-espace nul : pour tout sev F' de E, on a F + {0g} ={0g} + F = F.

DEMONSTRATION. Tout est TR IV I A L. Exercice, si tu y tiens. O
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Exemple 9

(Oy)
(Ox)
Montrons que F + G = R?.
z 0
F+rG=q|y | . @y eR? 3+ y |.(y,2) R’
0 Z
x
= y+y/ 7($7y7y/72/)€R4
Z/
x
D y |, (x,y,2) € R cas particulier y' = 0
z
=R3

Par ailleurs, F' + G C R? est toujours vrai. (car c’est un sev de R?)
Par double inclusion, F + G = R3.

Remarque 5

(Oz) + (Oy) = F
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II.3 Sommes directes

Définition 3 .

Une somme F = Fy + F5 + --- + F,, est dite directe lorsque tout vecteur u de F s’écrit de fagon unique
souslaforme u = uy+ us + - - - + u,, oul’ona Vi € {1,...,n}, u; € F;. On note alors F = F; ® F5 & --- & F,.

Ainsi, lorsqu’on écrit une expression de la forme Fy @ F» @ --- @ F), , on décrit un objet (la somme des sous-espaces
vectoriels Fj}), et, simultanément, on donne une information sur cet objet (le fait que cette somme est directe). On a

rencontré une situation totalement analogue avec I’exemple des réunions disjointes, entre autres.

Exemples 10 Reprenons l’exemple de somme vue précédemment.

F + G = R? n’est pas une somme directe.

1 1 0 1 0
Eneffet, {1 ) =({1]+(0)=([0]|+[1
1 0 1 0 1

Remarque 6

Une somme de 2 sevs (et pas plus) et directe ssi leur intersection est le sev nul.
Un autre exemple :

Exemple 11

(Ox) + (Oy) = F est directe :

x x
Soit | y | € F. Considérons une décomposition de | y | dans la somme :
0 0
x a 0
y|=10]+1[D
0 0 0
——
€(Ox) €(0y)
x a
r =
& y|l=10b|< {
0 0 y =b

D’ou l'unicité du couple (a, b)

(Oz) + (Oy) + (0Oz) = R3 est directe, par raisonnement analogue.
R,[z]=R-1oR-X&®...0R- X"

R[X] = Ry[X] ® X" 'R[X]

P(X) :ao+G1X+a2X2+...+a7LX”+a7l+1X”+1 +o tagX?

R, [X] XnHR[X]

Théoréme 6 .

Une somme F = Fy; + Fy + --- + F,, est dite directe si et seulement si I'unique décomposition du vecteur nul
dans la somme est O =0p, + -+ 0p, .

DEMONSTRATION. Supposons que la somme F;+Fy+- - -+ F), soit directe. On a évidemment O = 0g+0g+---+0g
et donc, par unicité d’une décomposition, sion a Og =u; +us +---+u, On au; =us =--- =0pg.

[<] Supposons avoir : V(u1, uz, ..., up) € F1 X Fo X -+ X F,0p = u1 +ug + -+ uy, = u1 = ug = --- = 0. Montrons
que la somme F} + F5 + --- + F,, est directe. Soit z € Fy; + Fy + --- + F,,. Supposons avoir deux décompositions
x =z + - +x, =y1+ -+ yn de z, avec pour tout « € {1,...,n} z; € Fyet y; € F;, Ona Og =z —z =

(1 —y1) + -+ + (z, — yn) par associativité. Par hypothése, on a donc z; —y; = -+ = 2, — Yy = Op, Cest-a-
dire Vi € {1,...,n}, z; = y;- On vient de voir que pour tout élément de Fy + F» + --- + F,, on avait unicité d’une
décomposition, c’est-a-dire que la somme est directe. O

II.4 Supplémentaires
Définition 4.

Deux sous-espaces vectoriels F' et G de F sont dit supplémentaires lorsqu'on a F & G = F.
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Confonds « supplémentaires » et « complémentaires » et je te mort-subite : y’a pas le neutre dans le
complémentaire, c’est pas un sev.

/N

Exemple 12 On admet (exercice bonus) que F = {<g>, T € R} est un sev de £ = R?, muni de ses lois usuelles.

Déterminons un supplémentaire de F'.

A

F = {(2:0),2 € R}

Montrons F @ A = R? On veut montrer :

V(.’L',y) S Rz,ﬂl(u,v) c F x A, <z> =u-+v.

L’existance correspond au fait que la somme fait R2, I'unicité correspond au fait que la somme est
directe.
Soit (x,y) € R?

Montrons que Zj) peut s’écrire de fagon unique sous la forme

()=o)

Donc (gyj) a bien une unique décomposition qui est (;) = (x N y) + (y)

Un autre supplémentaire est {(2) ,Y € R}

/\ En général, un supplémentaire n’est pas unique!

La méthode naturelle pour montrer que deux sous-espaces vectoriels F' et G d’un espace vectoriel E sont supplémentaires
consiste & procéder par analyse-synthése. Il s’agit en effet de montrer que tout vecteur x € E peut se décomposer de
facon unique comme somme d’un vecteur y € F' et d’'un vecteur z € G. Dans la partie analyse, on montre qu’on a un

unique candidat pour le couple (y, z). Dans la partie synthése, on vérifie que ce couple convient bien.

Exemple 13 Dans E = R¥, muni de ses lois usuelles, les ensembles P = {f € E, Vo € R, f(—z) = f(z)} et
I={feE, VzeR, f(—z)=—f(x)} sont des sevs, et ils sont supplémentaires.

On a déja essentiellement montré ce résultat ! Recommencons. Soit f € R2.
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Analyse Considérons un couple (f,, f;) € P x I convenable, ie tel que f = f, + f; ie tq Vo € R, f(z) = fp(x) + fi(z)
Soit z € R, on a

{f(w) = fp(2) + fi(x) = fp(x) + fi(z)
f(=z) = fp(=2) + fi(x) = fp(2) — filz)

N {f(o:) +f(-a) =26,()
flx) = f(=x) =2fi(z)
folz) = f($)+2f(—f6)
— \f) = f@)—f(=n)
Synthése On veut montrer :
— fpeP
— fiel
YR (C.LY (Chti
_ J@) + ()
2
= fp(z)
= fpeP
iy = L) =S =a)
@)~ f(-x)
2
= —fi(x)
= f; €1

o

3

ePpP
Conclusion Tout f € RR peut s’écrire de facon unique sous la forme f = fp + fi avec { I donc P& I =RR

ie P et I sont supplémentaires .

1
Exemple 14 On se place dans E = C([0,1],R) muni des lois usuelles. Montrons que F = {f € F, f= O} et
0

G= {x — K, K€ R} sont des sous-espaces vectoriels, et qu’ils sont supplémentaires.

F est un sev
— [ f=[0=0= 0€F = F#0
— Soient A, u €R. [[Af+pg=Af) f+ufyg= 0+u0=0€F

G est un sev
—ax—=0€G@ = G#0
— Soient \,p € R. ANz — Ko) + p(x— Ky) =x— AKs + uKy € G

Montrer F' et G supplémentaires Par analyse-synthése. Soit h € E.
1
feF N { I f -0

Analyse Considérons une décomposition de h sous la forme h = f+g avec O .
. eG illexiste K eR, g =z~ K
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:cr—>h(x)/01h

f o=z h(x)— [y h

1 . On devrait montrer
g =x— [, h

Synthése Testons notre candidat {

— f+g=h
— g € G ie g constante
— feFie [, f=0

f+gz:Hh(a:)/01h+/01h
)

=1z h(x
=h

1
g:xl—>/ h
0

c’est une constante.

/Olf:/()l(h(x)—/olh) dx
/Olh(x)d:c/()l(/olh) dz
:/Olh— Olh

=0

Conclusion F& G = F

On peut aussi faire ¢a :

Proposition 1 : Caractérisation de supplémentarité.

F+G=E

Deux sevs F' et G de E sont supplémentaires si et seulement si { FAG={0g} -

Exemple 15 Reprenons 'exemple On prend G = {(2) ,Y € R}.

10
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De plus,

IIT D’autres méthodes pour obtenir des K-evs

La notion de sous-espace vectoriel et les opérations sur les sous-espaces vectoriels permettent d’obtenir des espaces
vectoriels « plus petits »a partir d’espaces vectoriels déja connus. Voyons maintenant comment obtenir des espaces

vectoriels « plus gros ».

III.1 Produits de K-espaces vectoriels

Théoreme 7 : Produit de K-ev.
Soient n € N et Eq, Fs, ..., E, des K-espaces vectoriels. L’ensemble F; X Fy X .- X E,, est naturellement
muni d’une structure d’espace vectoriel donnée par les opérations composante par composante :

° 0E1><~~><En :(OEla-~-a0En)§
o V(up,...,up), (V1,...,0n) € By X By X -+ X Epy (U1, ... tp) + (V1,...,05) = (U + 01, ..y Up + Up);
o VAEK, Y(ui,...,up) € By X By X - X Epy A (U, ..., uy) = (Aug, ..., Aup).

DEMONSTRATION. TRIVTIA L. O
Exemple 16

Kr=Kx...xK

I11.2 Espaces vectoriels engendrés

Lemme 1: CL de CL.

Soit (E,+,-) un K-ev et P C E. Si un vecteur u de E peut s’obtenir comme CL de vecteurs pouvant eux-méme
s’obtenir comme CL de vecteurs de P, alors u est lui-méme une CL de vecteurs de P.

En abrégé : « une CL de CL est une CL ».
DEMONSTRATION. Soient v1, ..., v, des vecteurs obtenus comme CL des vecteurs de P et u un vecteur obtenu comme
CL des v; (qu’on a supposé en nombre fini puisqu'une CL est toujours une somme finie).

Comme une CL est toujours une somme finie, chaque v; est lui-méme obtenu en ne considérant qu’'un nombre fini
de vecteurs de P, et comme il n’y a qu'un nombre fini de vecteurs v;, seulement un nombre fini de vecteurs de P

interviennent dans toutes les CL considérées. Notons-les uq, ..., u,.

L’hypothése exprime que pour tout j € {1,...,m}, il existe des scalaires a; 1, . .., @;  tels que v; = o 1ur+- - -+ nUn.

11
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De méme, il existe un r-uplet de scalaires (A1,...,\.) tel que u = A\jv1 + -+ + A\v.. On a donce :

u = M(aiur - Farpty) + - A (o + - F Qi)
= ()\1041,1 +-+ )\rOér,l)ul +- 4+ (Alal,n +-+ )\rOér,n)un
= YUl + - YnUn,

en notant, pour tout i € {1,...,n}, vi = Mo+ + A\ y).

Si bien que w est une CL des vecteurs de F. (|

Théoreme-définition 8 : Sous-espace vectoriel engendré.

Soit P C F et F un sous-espace vectoriel de E. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
— F est le plus petit sous-espace vectoriel (pour l'inclusion) contenant P.
— F est intersection de tous les sous-espaces vectoriels contenant P.
— F est ’ensemble des CL des vecteurs de P.

Lorsqu’elles sont vérifiées, on dit que F' est le sous-espace vectoriel engendré par P et on note F' = Vect (P).

La premiére caractérisation est une caractérisation « par le haut ». On voit F' & 'aide d’objets « plus gros » que F.
La seconde caractérisation est aussi une caractérisation « par le haut », mais plus explicite : F' y est construit. La
troisiéme caractérisation est aussi une caractérisation explicite, mais « par le bas » : on construit F' a ’aide d’objets

« plus petits » que F'.

DEMONSTRATION. Commengons par noter G 'ensemble des CL des vecteurs de P. On va montrer que G est simulta-
nément 'intersection de tous les sous-espaces vectoriels contenant P et le plus petit sous-espace vectoriel contenant P,

ce qui établira les équivalences proposées.

Montrons tout d’abord que G est bien un sous-espace vectoriel : il suffit pour cela d’établir que G est stable par CL
quelconque de vecteurs de G. Or, une CL de vecteurs de G est une CL de CL de vecteurs de P, c¢’est donc une CL de
vecteurs de P d’aprés le lemme sur les CL de CL (lemme , c’est-a-dire un élément de G. Ainsi GG est bien stable par
CL quelconques, c’est donc bien un sous-espace vectoriel de E. Remarquons également que G contient P (il suffit de

considérer des CL de la forme 1 - u).

Montrons maintenant que G est le plus petit sous-espace vectoriel contenant P. Comme on a déja vu que G est un
sous-espace vectoriel contenant P, il ne reste qu’a montrer que G est inclus dans tout sous-espace vectoriel contenant
P. Tout sous-espace vectoriel contenant P étant stable par CL quelconque, un tel sous-espace vectoriel contient toute
CL des vecteurs de P. Autrement dit, un tel sous-espace vectoriel contient G, c’est-a-dire que G est bien inclus dans

tout sous-espace vectoriel contenant P.

Montrons enfin que G est l'intersection des sous-espaces vectoriels contenant P. On a déja vu que G est inclus dans
tout sous-espace vectoriel contenant P, il est donc inclus dans U'intersection de tous ces sous-espaces vectoriels. Comme
G est lui-méme un sous-espace vectoriel de E contenant P, I'intersection de tous les sous-espaces vectoriels contenant
P est incluse dans G. Finalement, par double inclusion, G est égal a 'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de
FE contenant P. O

Exemples 17

1. On a admis plus haut que F = {(8), T E ]R} est un sev de (R2,+,-). C’est maintenant évident.
En effet, F est {(g) , X € R} ={z (é) ,# € R} = {we1,x € R} = {CL des vecteurs de {e1}} = ( {e1} ).
2. On a admis plus haut que G = {:r — K, K¢ R} est un sev de C([0,1],R),+,-). C’est maintenant évident.
En effet, G est { — K, K e R} = ( {x — 1} ).

3. On a vu plus haut la partie B = {(y), 22 +y? + 22 < 1} de (R3,+,). Quel est le sev engendré par B ?

z

T
Vect (B) = Vect | {| v |, 2?2 +3* +22 <1} | =R®.
2

12
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— Vect (B) C R? par définition

C
z
— Soit | ¥y | €R3. On a
z

x 1 0 0
y]l=2(0)+y|1]+2|0
z 0 0 1

€ {CL de Vecteurs de B}
= Vect (B)

D’ou R3 C Vect (B)

4. Vect ({z — 1,id}) = {fonctions affines}

Proposition 2 :  Propriétés fondamentales de Vect.
1. Vect est extensive, c’est-a-dire : VP C E, Vect (P) D P
2. Vect est croissante pour l'inclusion, c’est-a-dire :VP,Q C E, Q C E, P C Q = Vect (P) C Vect (Q)
3. Vect est idempotente, c’est-a-dire : Vect o Vect = Vect

DEMONSTRATION. 1. Supposons P C P’. Tout vecteur de P est un vecteur de P’, donc toute CL des vecteurs de P
est une CL des vecteurs de P’, c’est-a-dire que tout vecteur de Vect (P) est un vecteur de Vect (P’)

2. L’ensemble Vect (P) est un sous-espace vectoriel. L’ensemble Vect (Vect (P)) est le plus petit sous-espace vecto-
riel de E contenant Vect (P), c’est donc Vect (P).

3. L’ensemble Vect (P) est un sous-espace vectoriel, il est donc le plus petit sous-espace vectoriel de E se contenant
lui-méme. Donc Vect (Vect (P)) = Vect (P). O

13
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Remarque 7

Pour P C E, P = Vect (P) < P est un sev

Exercice 1. Montrons qu’on a, pour tous sevs Fy et Fy de E, F} + Fy = Vect (F; U Fb).

[C]Soit u e Fy + F,

Par définition u est de la forme

V1 € F1
U= uy + us avec
vy € Iy
cF [
- u; € F1 UF:
En particulier ! ! 2
us € Fy U Fy
Doncu=_1 - w3 +_1 - wug estune CL de vecteurs de F} U Fy, donc u € Vect (F} U Fy).
~— N~
€K erUFR, €K ecrnUF,
Soit u € Vect (Fy U Fy)
Ainsi v = ajug + agus + ...+ apun,
A renommage prés, Uy, ..., U, € Fy et Uypy1,...,up € Fy
v1 =y F ...+ apus € F) car F est un sev donc stable par CL
On a alors u = v1 + v9 avec .
Vg = QpiilUpsl + ...+ apuy, € Fo de méme

donc u € Fy + Iy

II1.3 K-evs et sevs remarquables
Définition 5.

1. On appelle droite (vectorielle) un sev de E de la forme Vect (u) avec u # 0.

2. On appelle plan (vectoriel) un sev de E de la forme Vect (u, v) avec u et v non colinéaires, c’est-a-dire tel
qu’aucun des deux n’est un multiple de I'autre.
Exemples 18
— (Ox) = Vect (e1)
— (Oy) = Vect (e2)

()

— {t— K, K € R} = Vect (z — 1)

— Vect (( ) ( )) = {(g 2) ,(a,d) € K} = {matrices 2 x 2 diagonales} est un plan (vectoriel)

a+b
G= 2a—b | ,(a,b) € R?
a+2b
1 1
={al2)+b| -1]),(ab) cR?
1 2
1 1
= Vect 21,1 —1 c’est un plan vectoriel
1 2

non colinéaires

14
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n <
8
|
b
<
+
w
Il
o

I
——
I

\.N

I

|

8

+

DN

<

x
= y ,(z,y) € R?
—x 4+ 2y
1 0
=Sz 0 J+y| 1], (2,y) €R?
-1 2
1 0
= Vect 0 |,11 c’est un plan vectoriel
1 2
non //

Définition 6 .

On appelle hyperplan de F un sev de F dont un supplémentaire est une droite.

Exemples 19 Dans F = Ry[X], Vect (1, X) est un hyperplan car un supplémentaire de ce sev est Vect (XQ)
———

Ry [X]
Montrons-le avec la Proposition 1.

Vect (1, X) 4 Vect (X?) = {a+bX, (a,b) € R’} + {cX? c € R}

a
={cX?*+bX +a, [0 ] eR?
&

= Ry[X]

Vect (1, X) N Vect (XQ) =7

Soit P € Vect (1, X) N Vect (X?)
On a P € Vect (1, X) donc il existe a,b € R tel que P = aX +b On a P € Vect (Xz) donc il existe ¢ € R tel que
P =cXx?

Donc
cX?=aX+b
SceX?24+aX+b=0
c =0
Sce—a =0
-b =0
== P=0

15
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Donc Vect (1, X) N Vect (X?) = {Og,x7}
O
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