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SOUS-ESPACES VECTORIELS EN DIMENSION FINIE

Dans tout le chapitre, K est un sous-corps de C, et E désigne un K-espace vectoriel.

I Sevs en dimension finie

I.1 Propriété fondamentale

Théoreme 1 : Propriété fondamentale des sevs en dimension finie.
Supposons que E soit de dimension finie n, et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors :
1. F est un K-espace vectoriel de dimension finie et dim F' < dim F ;

2. dim F = n si et seulement si F = E.

Remarque 1

Ce théoréme a un analogue ensembliste : si A est un ensemble fini et B un ensemble tel que B C A alors B est fini

et |B| < |A], avec égalité si et seulement si A = B.

DEMONSTRATION. 1. — S’iln’y a pas d’autre vecteur dans F' que le vecteur nul alors F' = {0g} admet pour seule
base la famille vide. Ainsi F' est de dimension finie et dim(F") = 0. En particulier, comme la dimension est

un entier naturel, dim(F') = 0 < dim(FE).
— Si F' posséde au moins un vecteur non nul, alors on en choisit un, que ’on note f;.

— Si F = Vect(f1), alors (f1) est une base de F' et on arréte le processus (on a alors dim(F') = 1). Sinon
on prend fy € F de sorte que (f1, f2) soit libre.

— Si F = Vect(f1, f2), on arréte le processus; sinon on prend f3 € F' tel que (f1, f2, f3) soit libre, etc.

Ce processus s’arréte au plus tard au bout de n étapes puisque dans F il n’y a pas de famille libre de cardinal
n+1. EtdoncdimF <n=dimkFE.

Si on est allé au bout des n étapes, c’est qu’on a trouvé une famille libre d’éléments de F' de cardinal n,
donc une base de . On a alors F = F.

2. Comme le montre la fin du raisonnement, on a dim(F') = n si et seulement si F' = E. O

Remarque 2
e L’application "dimension" dim : {sous-espaces vectoriels de E} — NU {+o0o} est donc croissante (pour U'inclusion).

e L’application "rang" rg : {familles de vecteurs de F} — N U {400} est donc une application croissante (pour la rela-

tion « étre un sous-famille de ») puisque c’est dim oVect.

1.2 Application aux supplémentaires

Theoréme 2.
Supposons que E soit de dimension finie, et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors :
1. F a un supplémentaire ;

2. pour tout supplémentaire G de F' on a dimG = dim E — dim F.
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Autrement dit, en dimension finie, un supplémentaire existe toujours et, s’il n’est pas unique, on peut tout de méme

dire que sa dimension est unique.
Remarque 3
Ce théoréme a aussi un analogue ensembliste : si BII C = A avec A fini, alors |B| + |C] = |A|.

DEMONSTRATION. D’aprés la propriété fondamentale, F' est de dimension finie p < n. On prend une base B de F

et on la compléte par TBI en base Brp U Bg de E. D’aprés le théoréme sur les bases adaptées Bg est une base d’un

supplémentaire de F' et Bg a pour cardinal dim(E) — card(Br) = n — p.

O
II Applications de la formule de Grassmann
II.1 Formule de Grassmann
Théoreme 3 : Formule de Grassmann.
Supposons E de dimension finie. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors on a :
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).
Remarque 4
On a la encore un analogue ensembliste : si B,C' C A avec A fini alors |[BUC| = |B|+|C| —|BNC].
DEMONSTRATION. F'N G est un sev de E donc est de dimension finie m < n.
Considérons une base (ug,...,u,) de FNG.
— Par TBI, on peut compléter en base de F' = (uq, . . ., U, V1, - . -, V) €t aussi en base de G = (ug, .. ., U, W1, . . ., W)
— Montrons que (U1, ..., Um, V1,...,Vp,W1,...,Ws) est une base de F' + G.

Caractére générateur Soit z € F + G. Ainsi il existe (f,§) € F x G tel que = = f + g Par hypothése, f peut
s’écrire sous la forme

f:aul+"'+amum+ﬁlvl+"'+ﬁsvs

De méme,

g:Alul+"'+Amum+ﬂlw1+"'+usws

Donc

f+g:(al+)‘1)U’1+"'+(am+)‘m)um+ﬂlvl+"'+Brvr+ulwl+"'+Msws

€ Vet (Ui, - vy U,y U1y« e vy Upy Wy - oo, W)

Liberté Considérons une CL nulle

apur + -+ opup + fron £+ Brop + Mwn £ Asws = Op

e aiul 4+ apup + Bivr - Brvy = —Awy — - — Asws

er cG

Donc cette quantité est dans F NG = Vect (uq, ..., up)
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Donc il existe 71, ..., 7, tel que
—Awr — = AsWs = y1ur s+ Ypy
p s
1. €. kauk—l—Z/\kwk =0g
k=1 k=1
CL des vecteurs d’une base de G docn libre
Par liberté Ay = Ay = -+ = Ay = 0 (et les v aussi). Or
P r
> akur+ Y Bru =0g
k=1 k=1

CL de vecteurs d’une base de F' donc libre

Donc par liberté

ar=-=0p=pHh==0=0
Bilan
dmF+G =p+r+s
dmFNG =p
dim F' =p+r
dim G =p+r
Donc

dimF +dimG —dim(FNG)=p+r+p+r—p
=p+r—+s
= dim(F + G)

Remarque 5

On retrouve qu’on a dim(F @ G) = dim(F) 4+ dim(G).

1I.2 Applications

Théoreme 4 .
Soient E; et Fy deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. Alors dim(E; x Es) = dim(E;) + dim(Es).

DEMONSTRATION. Notons F = Ey X {0g,} et G = {0g,} X F2. On a dim(F) = dim(E;), dim(G) = dim(E,) et
Ei1 x By = F ® G, dou le résultat. O

Théoreme 5: Caractérisation des supplémentaires en dimension finie.
Supposons que E soit de dimension finie n. Soient F'; G deux sevs de E.
Les propositions suivantes sont équivalentes :
i/ F&G=EFE;
ii/ FNG = {0g} et dim(F) + dim(G) = n;
iii/ F+ G = E et dim(F) + dim(G) = n.
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L’implication intéressante est ii/=i/ car c’est elle qui permet d’établir simplement que deux sevs sont supplémentaires.

F+G=F
FNG={0g}

e Les implications i/=-ii/ et i/=-iii/ reformulent donc la remarque 5 (ou le théoréme 2).

DEMONSTRATION. On utilise I’équivalence F'® G = E < {

e Montrons ii/=/.
On suppose FNG = {0g} et dim(F') + dim(G) = dim E.
Il reste & montrer F'+ G = E.

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) D’aprés Grassmann
=dim F + dim G — dim{0g} par hypothése
=dimFE

donc F' 4 G est un sev de E de méme dimension que F,

donc d’aprés la propriété fondamentale sur les sevs en dimension finie, on a bien F + G = E.
e Montrons iii/=i/. On suppose F' + G = E et dim(F) + dim(G) = n.

Il reste & montrer FNG = {0g}.

dim(F + G) =dim F + dim G — dim(F N G) d’aprés Grassman
i.e. dim(FN Q) =dimF + dimG — dim(F + G)
=dimFE —dimFE
=0

Dot F NG = {0p}

A T1

Exemple 1 Notons F = {(), )\ER} et G = {() e R”, $1+--~+xn:0}.

A Ty

Retrouvons rapidement que F' et GG sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de R™.

e’
F = C LA eER
A

1
= Vect
1

Donc F est un sev et dimF' =1
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Z1
G = , 1+ 4z, =0
Ty
1 )
_ : N
T
-1 —1371 Tt
1 0
0 .
= Vect : ey 0
0 1
-1 -1
libre
Donc G est un sev et dimG =n — 1
Or
A
FNnG= S, A++A=0
A
0
0
Ainsi

dimF +dimG =14+n-1=n=dimR"
FNG = {Og~}

Donc FF & G = R™ d’apreés la caractérisation des supplémentaires en dimension finie.

Exemple 1 bis

E = M;(R)
0 b ¢ b
F=A3R) = b 0 fl,lc])eRr?
—c —=f 0 f
a
a b ¢ b
G =384(R) = d e f], e R®
c [ ¢

Montrons que F' @ G = E (Généralisation d’un exercice de la feuille)

On pourrait le faire par A-S, mais on peut utiliser le théoréme de caractérisation

Unicité de la somme
A3(R)NS3(R) = {M € M3(R),) M = M = —M}
={M e M3R),M =-M}
= {0psm)
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Caractére générateur

0 1 0 0 0 1 0 0 O
dim A3(R) = dim Vect -1 0 0], {0 0 1
0 00 (0) 0 -1 0

=3 car dimoVect (=) rg et les trois matrices sont linéairement indépendantes

1 0 0 01 0 0 0 1 0 0 O 0 0 O 0 0 O

dim S3(R) = dim Vect oo0oo0J,{200}J,0 0 O0),{fO 1T O0}J,{0 0 1])],{0 0 O
0 0 O 0 0 O 1 0 0 0 0 O 0 1 0 0 0 1

=6
dim A3(R) +dimS3(R) =3+ 6=9=dim E
Ainsi,
As(R) N S3(R) =F o
donc A3(R) @ S3(R) = M3(R ar théoréme théoréme de caractérisatio
{dimA;;(R) —&-dimS;;(R) — dimE 1 3( ) 3( ) 3( ) par rem rem r risation

Théoréeme 6 : Dimension d’une somme de m sevs.
Soient F1i,..., F,, des sous-espaces vectoriels de F/, supposé de dimension finie.

m m
Alors on a : dim Z F; | < Z dim(F;), avec égalité si et seulement si la somme est directe.
=1

=S

DEMONSTRATION. La démonstration fait I'objet d’un exercice guidé de la feuille d’exercices.

dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G)
<dim F 4+ dim G

dim(F + G+ H) =dim((F + G) + H)
=dim(F + G) + dim H — dim((F + G) N H)

< dim(F + G) + dim H

par récurrence

Attention, ce qui suit est faux

dim(F+G+ H)=dim F + dim G + dim H
=dim(FNG) —dim(FNH) —dim(GN H) +dim(FNGN H)

c’est faux!



Lycée HIHNEEEE HEEEEN - MPSI Année 2020-2021 — Cours et compléments

II.3 Hyperplans en dimension finie

Théoreme 7 .

Supposons dim(E) = n < +o00. Alors un hyperplan de E est exactement un sev de E de dimension n — 1.

DEMONSTRATION.

e Si H est un hyperplan, il a pour supplémentaire une droite D et

= dim(F)
=dim(H @ D)
=dim(H) + dlm(D)
=dim(H) +

e Si dim(H) = n — 1 alors d’aprés le théoréme 2 H a un supplémentaire D et dim(D) =n — (n — 1) = 1 donc D est
une droite, et donc H est un hyperplan. O

On remarque que le théoréme 2 montre que tout supplémentaire d’un hyperplan est une droite (alors que la définition

qu’on a donnée était qu’il existe un supplémentaire qui est une droite).

Théoreme 8 .
Supposons E de dimension finie n. Soient Hy, Hs, ..., Hy, des hyperplans de E.
Alors on a dim(Hy N HyN---N Hy,) = n—m.

DEMONSTRATION. La démonstration fait I’objet d’un exercice guidé de la feuille d’exercices. O

On s’intéresse maintenant aux hyperplans de K™ pour faire le lien avec les ensembles de solutions d’un systéme homo-

geéne.
Remarque 6

al ZT1
Soit ( : > e K™\ {ﬁ} Alors H = {( : ), 1T+ -+ ATy, = 0} est un hyperplan de K",

An Tn

a1 0
DEMONSTRATION. On suppose ; # | : |. Ainsi il existe ¢ tel que a; # 0.

an 0
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On a donc

H:{(l'h...

:{(.231,...

= Vect

Donc H est bien hyperplan.

Théoréeme 9.

0
ay (79}
) @ = gy = Ty
i a;
Z1
T1
Ti—1 Ti1
n a; 1— n—1
s T e K
o I
Ti41
Tn
Ln
0
1 1
0 0
0
: _an
0 v
_a |> 0 ) 0
a; __ a2 N
0 a; .
0 0
0 ———
0 libre
dimH =n-—-1
e K”,

L’ensemble des solutions d’un systeme linéaire homogene

forme un sev de K" de dimension supérieure a n — m.

yTn)y @121 F -+ a0}
——

a11%1 + -+ 01,2, =0

Am, 121 qFoeo =k Um,nTn = 0

DEMONSTRATION. Il peut éventuellement y avoir des lignes de la forme 0 = 0 si tous les a;; de la ligne sont nuls.

Notons M < m le nombre de lignes qui n’est pas de cette forme. Ainsi H est I'intersection de M hyperplans de K™

d’aprés la remarque précédente et donc est de dimension supérieure & n — M qui est lui-méme supérieur & n —m. O

Exercice bonus : montrer que cette dimension est exactement n — m ("les équations sont indépendantes") si et

seulement si rg

a1 a1,n

= m. Indication : voir ce rang comme un rang "par lignes”.

am,1 Am,n
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