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1.1

D’apres la propriété fondamentale des ALs, toute forme linéaire est de la forme

X ay z1
F—>01I1+"'+anxn< s >
T

Ln anp,

1.2
E — E*
¢:{u = ¢y = (u,-)

est bien définie, linéaire, entre espaces de dimension n

On veut montrer que ¢ est surjective Par caractérisation des isomorphismes en dimension finie, il
suffit de montrer qu’elle est injective .

Ker¢p ={ue E, ¢, =0g}
={u€ E,Vx € E,¢,(x) =0}
={ue€ E,Vx € E,{u,z) =0}
= Ft

={0g} par caractérisation des finis

Donc ¢ est injective

1.3

On obtient que tout forme linéaire f : M, (R) — R est de la forme M — Tr(*U x M) pour U € M, (R)
i.e.de la forme M — Tr(AM) pour une certaine matrice A € M, (R)
En particulier, tout hyperplan de M, (R) est de la forme

Ha = {M € My(R), Tr(AM) = 0}

Pour une matrice A non-nulle
D’apres un théoreme du cours, A peut s’écrire sous la forme

inversibles

A=PJ.Q avec {r 0 € [Lnl

MeHy < Tr(AM) =0
— Tr(PJ,QM)=0
— Tr(J,QMP)=0

N——



Lemme 1l existe N inversible telle que Tr(J.N) =0

On prend
A~
1
1
2
N = 1
-1
-1
On a
. N —
J.N = <d1agonale: 1...1-1. T 10...0) donc Tr(J,N)
2 2
et det N =(-1)""2 =0
Pour n € 2N+ 1 On prend
—~ e —
N = <diagonale: 21"i1_1"'_1_1"'_1)
r— r+1
2 2

On a

R —~ e —
J-N = (dlagonale: 21'Li1_1"'_ 10...0)
2 2

donc Tr(J,N) =0
et det N = 2(—1)"""= #0

Pour M = Q 'NP~! On a M inversible comme produit d’inversibles, et

Tr(AM) = Te(PJ,Q@~ NP~ 1)

= Tr(J, NPP )
= Tr(J,N)
=0

2

2.1

1
Montrons que c’est un produit Skyler
Soit P, Q € R[X]



Symétrie

1
2
= / QP par commutativité de Xg[y]

Bilinéarité Soit A, € R et R € R[X]
Montrons seulement la linéarité a gauche, ce qui équivaut a la linéarité par symétrie

(AP +pQ, R) = /5 (AP +uQ)R

1
2

= )\/ PR+ u/ QR par distributivité de x sur + et linéarité de /
1 1
-3 -3

Positivité

>0 par positivité de /
Caractere défini
(P,P)=0
%
ie P? =
1
2
N . s . 11 11
<= le polynoéme a une infinité de racines sur [—57 5] < P=0 sur [—57 5]

2.2
Existance de m € R3[X] tel que
VP € Rs[X], (m, P) = P(0)
Oui, 7 existe (et est unique) car -(0) : R3[X] — R est une forme linéaire sur R3[X] qui est euclidien donc

représentable, i.e.3m € R3[X], (7, ) = -(0)

T=ag+aX +aX?+a3X?



7 convient <= VP € R3[X], (w, P) = P(0)

— VP {1,X,X?% X%, (n,P) = P(0) par linéarité
(m, 1) =1
(m,X) =0
=
<7T,X2> =0
<7T,X3> =0
1
_21 a0+a1t+a2t2+a3t3 de =1

|

1

J21aot +ait? +astd +agtt At =

!

[21 apt? + a1t3 + ast* + azt® dt =0

1

2 aot? +artt +agt® +aztb dt =0
2

[N

ao + 2as {g] : =1 par parité de id
1 =0 1
2(11 |:%:| : —+ 20,3 [%} 2 = O
— g5 3
2a0 ] 420 5] =0
e t1:0+ @15 =0
% [L} +2 [i} -0
o I P LT im0
ap + % 1
ay + as —
- 12 7 80
ag + a2 0
12 7 80
§ Torr =0
ap + % 1
B+E -
s teir =0
1 1 9-15
80 122 9516
_ 1
~ 954
1
180
a b ap 1 ap 1 d —b 1
X = — = e | X
c d as 0 as c a 0
1 1
B — 1
ie <a0> —180( 12) x ( )
ag — 13 1 0
— 1
= 180 x < 80 )
12
i )
_ 30
_ 180
1
9
_ 1
—-15
a =0 1,1 132
{ _0 car 5 - 517 — (g5)” #0
az =



Conclusion:

T=-—15X2

2.3

Montrons que, sur R[X], il n’existe pas

© € R[X], YP € R[X], (r, P) = P(0)

par I’absurde.

Pour P = X7 On obtient

(X, m) = (Xm)(0) =0

1

ie / tr(t) dt = 0

Nl

On prend P = X271

<X27r,7r> =0
1
bl
ie / (tn(£))2 dt = 0
1
-3
donc X7t =0
or X #0
donc =0
par déf. de w

En particullier 1 = (r,1) =(0,1) =0 IMP

3

3.1

Symétrie Soit P,Q € R[X]. Posons (-, ) = %f_ll X -

Bilinéarité Soit (\, 1, P,Q, R) € R? x R3[X]?

par caractere défini du produit Skyler

par intégrité de R[X]



/ P4 Q)R

1 1
/PR+E/ OR
. 2 ),

(P, R) + p(Q, R)

(AP +pQ, R) =

> N> N

Ainsi (-, --) est linéaire & gauche. Par symétrie, (-, ) est aussi linéaire & droite. Ainsi, (-, ) est bilinéaire.

Positivité Soit P € R[X]

e 1
(P, P) = 5/ P?2>0 par positivité de / et de 3
-1
Caractere défini

ie P a une infinité de racines
ie P=0

F est un sev de E de dimension dim F' = n + 1 donc fini, alors F' est muni de la structure d’espace
Euclidien.

3.2

IPP généralisée

1
VpEN, P, := “Vf,g € CP(|~1,1],R), / fg® = .
—1

Initialsation (p=0)
Soit f,g € C([ilv 1LR)

1
Z(_l)kf(k)g(p—k—l)

k=0

! 1 1
—1)0 0) g —
e [ [

1
= / fqgl®
1

Heérédité Soit n € N. Supposons P,
Soit fvg € Cp+l([_17 1]7R)
On a bien f’, ¢ € CP([-1,1],R)



1
/fg(erl)f g(p) /fg
—-1

1
1 [p—

/ f/g(p) — (—1) f(k+1)g(p k—1)
—1

1
—1)? / ety
-1

1 p—1 1 1
/ fg(p+1) — fg(p) + Z(—l)k“f(k“)g(p_k_l)] / f(p+1)g
-1 i =0 !

p

— Z f(k) (p—Fk)

Lk=0

1

1
1)p+1 / f(p+1)g
-1

-1

Conclusion . ..

3.3

(X2 —1)FH®

Uk
deg(X? - 1)

donc deg((X2 -1k
done deg(((X* —1)")) =

(
2
2k

deg Ui = k

Or

X2 -1=(X-1)(X+1) 1 et -1 sont racines de (X? — 1) de mult. 1
(X2 - =(Xx-DFXx+1)k 1 et -1 sont racines de (X2 — 1) de mult. k

Ur = ((X? = 1)")® n’a pas 1 et -1 comme racines

mais pour i < k (X% —1)")® a1 et -1 comme racines (de mult. k — i )

(Uo,Un,...,Up) est une base de R, [X] car c’est une famille échelonnée en degré
Soient i # j € [0,n]. ARP, i < j

(Ui, Uj) =

20, U) = | U U

€C® gcoe

= [ ey )0 ax



J
(id% —1)7, d’aprés la 3.2,
U;

p
Avec { g
f

j—1
2(U;,U;) = [Z(D’“f“”g“’“”

k=0

1
1
+(-1p [ 1g
e

1 < j et degU; =i donc Ui(j) =fi) =0

donc
T 1
/ f(J)g:/ O0xg=0
-1 -1

et pour k € [0,5 — 1] on a

r —j—k—1€]0,j—1]
gi=k=1) = ()

= (i@ ~1)7))

a -1 et 1 pour racines (de mult. j—r=%k+1)
j—1 !

done l ) gl—k=1)
0

k= -1

d'ou (U;,U;j5) =0 car 2 # 0

donc (uq,...,u,) et une base et une fmaille orthogonale, donc une b.o.g.

B.on (Qo,...,Qn) ot les Q; = \|gz\|



U2 = (Ui, Us) e

0 1
2(Ui,U;) = Zz_:(—l)k((X2 —)HFD (X2 = 1)) R 4 (—1 /1 (X2 =1)")P(Xx? - 1) dX
k=0 -1

-1

= (—1){/_1()(21‘ +. ..)(21)(X2 _ 1)i dx

= (—1)’:(22')!/_11()( —1)'(X +1)" dX

e

1
il /1(X "X —4)'7hdX par IPP
1 _

/ — )X + 1) dX

_ l+2X+111 i—1
Z+1 i+1

2
X -1 (X +1)7?dX
o i+2/_1( )X+

i(i—1)

71Z+2X 112dX
z+1 (i +2) )X+ )

! _ 21
- )<z+1> <)/( ¥ ax

) 212 27+1 1
l
[ 21 + 1 } 1

- ”i(;':) (-55)

1 ; Z'!222i+1
- Ve

D’ou

CL (22')!(—1)1'“2.2&
2 (2 +1)!
i1221
T 2it+1
Uiv/2i + 1
Vil 2i

1Ui]|* =

— Q=



3.4

Remarque
d(P,R,[X]) =0 < degP <n

d(P,R,[X])* = d(P, pg, x)(P))” car dimR,[X]=n+1<n

(P, Qi) Qi

M:

Pfén [X] (P)

— =
Il
=)

| P *Pfin[x](P) H2
N————

ER,[X]+

D’apres Pythaya:

IPI* = [I(P = pi, x) (P)) + i, 1x)(P) I”
—_——— ——
ER, [X]+ €R, [X]

=[P - P]fén[x (P)I* + llp, ) (P

= d(P, )2+ Z (P,Q;)* magie des b.o.n.
=0

APCR N = deg P
On a

d(P,R,[X])* =0

donc > (P,@:)* = || P|I?

4

ERQS]O

Montrons que ¢ n’est pas représentable. Supposons qu’il existe U € R[X] tel que ¢ = (-,

Notons U = ug + u1 X +--- + u, X"
On obtient

1
/ X" dx = <)\"+1,u0 +u1X—|-~-~+unX”>
0

=0 1MP

1en+2

10

U)



5

f est un sev de R3 car

donc d(A, F) = d(A, pr(A))

Meth. 1 Calcul d’une b.o.n. de f

(1)
1
o ¢ =—5|—-2
V5
0

° ¢ W(u2 — ZLI (uy,€1)€r)

Meth. 2 D’apres le cours,

2-443+2-2

/22+12+22
15
:—:5
3

d(A, F) =

13

llall = [loll =1

Iy E —=F
Nz —az—{(a,2)b

11



13.1

E —F
x = {a,z)b
Donc f est linéaire comme CL d’AL.

f endo? f=1id—g avec g:

13.2

dim F = n < +oo Comme des isos en dim. finie

f bij < f inj
Calculons

Kerf={z € E, f(z)=0g}
={zx e E,x=(a,x)b}
C Vect(b)

Soit & € Vect(b) i.e.de la forme z = \b

Est-il dans Ker f?

flz)=2—(a,z)b
=Ab—A{a,b)b
=A1-{(a,b))b

flx)=0 < {(a,b) =1

(a,b) < |lalll[o]l d’apres Cauchy-Schwarz
=1

(a,b) =1 <= on est dans le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz.

— a XKpositivement b
< a=b car |lal| = ||b]|

Conclusion CNS de bijectivité: m

13.3
On suppose f bijective (i.e.a # b).

12



r=fy) <= z=y—(a,y)b
— y=x+{a,y)b

y est de la forme z + Ab. On réinjecte.
On a

y=z+(a,y)b < x+ b
=z + {a,z+ Ab)b
=z + {(a,z) b+ A{a,b)b

<— A1-{a,b))b=(a,x)b
— A1 - {(a,b)) = {a,x) car b # O car ||b|| =1
(a, z)
= AT

EF —F
Conclusion y =2+ —%% pje.f1: {

1—(a,b) r —=x+ 1<_(l<’j>b>b

13.4

On suppose f non bijective i.e.a = b

Calculons fo f Soitx € F

f(f(@)) = f(z) = (a, f(2)) b
=z —(a,z)b— {a,z — (a,x)b) b
=z —(a,z)b— {a,z) b+ (a,b) (a,z) b

el

:x—2<a,x)a+T<a,x>a car a =b
=z —(a,z)a
= f(x)

Somme directe associée? Pour a =10

Ker f = Vect(b)

= Vect(a) cara="b
In f = {f(x),x € F}

={z— (a,z)b, x € E}

={z—(a,z)a, v € E}

= {p\L/ect(b) (z), z € E}

= Vect(b)*

13



14

14.1
Ker A = Ker(tAA)

Soit x € Ker A.

0

Ar = | :

0

0

Donc (*AA)z = | :
0

ie z € Ker("AA)

0
Soit « € Ker(*AA) i.e!AAx = | ¢
0
0
Alors 2" Adz ="z | :
0
=0
ie '(Az) x (Az) =0 c’est le p.s. des vecteurs, pas des matrices

ie (Az, Az)p, =0

En général, X x Y = (X|Y
g

T

X=|: | {X)Y)=my1+  +Tnyn
T
Y1

Y = tXXY:zlyl—F-n—l-xnyn
Yn

0
Par caractére défini: Az = | :
0
i.e.x € Ker A.
14.2

Im A = Im(AtA)

14



Soit y € Im(A*A) 1l existe x € R" tq. y = A(*Ax)
Pour z =% Az on obtient y = Az, donc y € Im A

Montrons dim Im A = dim Im(A?A)
On sait que rg A = rg(*A) = n — dim Ker A

rg(*AA) = n — dim Ker(*AA)
En applicant le résultat de 13.1 & ‘A plutdt qu’a A, on obtient

Ker(*A) = Ker(" A'A)

= Ker(A 'A)
Donc
dim Ker ‘A = dim Ker(A *A)
<= rgA=1g 'A=rg(A'A) en réinjectant
D’ou
Im A D Im(A 'A)

dimImA = dimIm(A A)
Et donc Im A = Im(A *A)

15 Pour se réveiller

4 -2 =2
Soit A=[1 0 —1] et B=(e1,ea,e3)
3 -2 -1

Montrer qu’il existe une base C' = (1, €2, €3) de E telle que la matrice de f dans C soit D =

On cherche (€1, €9, €3) tels que

1. (€1, €2, €3) soit une base de R3

15

o O O

o = O

N OO



(0 0 0)
Mate f= [0 1 0
0 0 2

0

fle)C =10

0

0

— ( flea)C =11

0

0

fles)C =10

2

0

fler) = 0)

<= 0

fle2) =€

fles) = 2e3

15.1

|

dxy —2y1 — 221 =0

— xr1 — 21 =0
3.’171 — 2y1 — 21 = O
21 =171

g 1 =Y
1 =Y

1

S =Vect | 1

1
1
Prenons e; = | 1
1

16



15.2

f(e2) 1=f<w2) = zz

zZ2
41’2 — 2y2 — 22’2 = X2
— (T2 — 22 =2
3x2 —2y2 — 20 = 22

31’2 - 2y2 - 222 =0
— To — Y — 29 =0
3372 — 2y2 — 222 =0

z = X9 — = —
{2 2 — Y2 Y2

o = 0
0
S=Vect | 1
-1
0
Prenons es = | 1
-1
T3
x:
f(€3)f< 3) Y3
Y33 23
4%3 — 2y3 — 223 = 21’3
<~ { X3 — 23 = 2y3
3x3 — 2y3 — 23 = 223
T3 — Y3 — 23 =0
Ly
— Qe — —
T3 — 2yY3 — 23 0
Lo
3%3 — 2y3 — 323 =0
Ls
T3 — Y3 — 23 = 0L
—Y3 =0
e L2L2 — L1
31‘3 — 2y3 — 32:3 =0
Ls
=0
= {y3 S = Vect
r3 =23

17



De plus, (€1, €2, €3) est une case car

0

1
1 0]=1-140-1-0-0=-1#0
-1 1

det

— =

A = Matgcid Dopid

1 0 1 1 0 1
=11 1 0]xDx |1 1 O
1 -1 1 1 -1 1
Si par exemple on nous demade A™. ..
A" = (PDP—l)’rL
= ppnp!
0 0 O
=pP(0 1 o |P!
0 0o 27
Meth 2 Trouver par contemplation (€1, €2, €3)
4 -2
Ae1 =0 < 21 (1 + 1 0 + 21
3 -2
3 -2
Aeg <= o [ 1| +y2 [ =1 | + 22
3 -1
<~ (A—Ig)égzé
A€3:263
0
— (A7213)€3: 0
0
2 -2 -2 0
< w3 (1| +ys|—2)+23|—-1) =10
3 -2 -3 0

18

—2
-1
-1

-1
-2

O OO O OO



	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	

	Pour se réveiller
	
	


