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Sous-groupes de (Z,+)(Z,+)(Z,+)

On a vu en cours que (Z,+) forme un groupe. On s'intéresse maintenant aux sous-groupes de (Z,+) : un sous-groupe
de (Z,+)(Z,+)(Z,+) est une partie G de Z véri�ant :

i/ stabilité par zéro : 0 ∈ G ;

ii/ stabilité par opposé : ∀x ∈ G, −x ∈ G ;

iii/ stabilité par somme : ∀x ∈ G, ∀y ∈ G, x+ y ∈ G.

Le point suivant est assez immédiat : si G est un sous-groupe de (Z,+) alors (G,+) est un groupe.

I Les sous-groupes de (Z,+)(Z,+)(Z,+)

Dans cette partie, on montre le résultat suivant : Les sous-groupes de (Z,+) sont les aZ, pour un certain a ∈ N.

1. Montrer que, pour tout a ∈ N, aZ est bien un sous groupe de (Z,+).

2. On veut maintenant montrer que tous les sous-groupes de (Z,+) sont bien de cette forme.

On se donne donc un sous-groupe G de (Z,+).

a. Si G = {0}, justi�er qu'il existe a ∈ N tel qu'on ait bien G = aZ.

b. On suppose maintenant G 6= {0}.

i. Justi�er que l'ensemble G∗
+ = {g ∈ G, g > 0} est non vide.

ii. En déduire que G∗
+ possède un plus petit élément que l'on notera a.

iii. Finalement, conclure qu'on a G = aZ.

3. Conclure.

II Formulation moderne du théorème d'Eudoxe

Pour A, B ⊂ R on note A+B =
{
a+ b, (a, b) ∈ A×B

}
.

4. Soient G1 et G2 deux sous groupes de (Z,+). Montrer que G1 +G2 est un sous groupes de (Z,+).

5. Soient a, b, d ∈ N. Montrer qu'on a aZ+ bZ = dZ si et seulement si et d est un pgcd de a et b.

Énoncé disponible à l'adresse suivante : http://mpsi.daudet.free.fr/.

N'hésitez pas à me poser tout type de question sur un point qui ne vous paraît pas clair par mail à l'adresse abbrug@gmail.com.

http://mpsi.daudet.free.fr/maths/index.html
mailto:abbrug@gmail.com?subject=[MPSI] Question sur [...]
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