Lycée Alphonse Daudet — MPSI Année 2020-2021 — Exercices

Redémontrer le lemme 2 et 'application 3 du cours sans récurrence, en utilisant directement la propriété du bon ordre.

Exercice 1.

Exercice 2.
Montrer qu’on a ¥n € N, tan(™ > 0 sur ]O, 3 [

Remarque : « tan™ > 0 sur |0, Z[ » signifie Y € ]0,Z[, tan™(z) > 0.

Exercice 3.

Déterminer toutes les suites (a,),>1 d’entiers strictement positifs telles que Vn € N, Z a; | = Z a;.

Exercice 4. © % Suites définies par récurrence.
Donner (et démontrer) une expression plus simple des suites définies par récurrence suivantes :

n—1

l.ug=1letVneN, u, = > ("gl)ukun_l_k.
0

2.vp=1letVneN, v,41 = Zka.
k=0

3. wg=2,w; =4 et Vn € N, wyqo = 4w, — 3wy,.

Exercice 5. Une "équation fonctionnelle” de type N — N.

Déterminer toutes les applications f : N — N qui vérifient :
* f(2)=2;
e f est strictement croissante;

o V(m,n) € N2, f(mn) = f(m)f(n).

Exercice 6. Un résultat important pour la suite.
Soit ¢ : N — N strictement croissante. Montrer que ¢ est extensive.

Donner un contre-exemple dans un autre ensemble ordonné.

Enoncé disponible 4 1’adresse suivante : http://mpsi.daudet.free.fr/.
N’hésitez pas & me poser tout type de question sur un point qui ne vous parait pas clair par mail & I’adresse abbrug@gmail.com.


http://mpsi.daudet.free.fr/maths/index.html
mailto:abbrug@gmail.com?subject=[MPSI] Question sur [...]
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Correction

Exercice 3.

n
Déterminer toutes les suites (a,),>1 d’entiers strictement positifs telles que Vn € N, <Z ai> = Z a;

D’aprés le cours sur les sommes, la suite identité (n),>; convient. L’examen des premiéres valeurs semble montrer que
c’est la seule solution. Montrons-le par récurrence forte. Autrement dit, soit (a,),>1 une suite vérifiant () ; montrons
par récurrence forte qu’on a Vn > 1, a,, = n.

Héreédité forte : soit n € N et supposons V1 < k < n, ax = k (hdrf).

n n
L’hypothése (x) donne, en particulier, <Z ai) =Y a}.
i_

i=1

i=1 =1

n—1 2 n—1 n—1
Ce que Chasles réécrit (Z ai) +2 (Z ) an + a2 = (Z f’) +al.

n—1 2 n—1
Par hdrf, ceci se réécrit : (Z z) +2a, < )

=1 i=1
(cours sur les sommes), on obtient donc n(n — 1)a

i=1 =1

a? , ou encore an(a? —a, —n(n—1)) =0.

Tl

— n—1 2 n—1 — 1
<Z )—i—aietcommeona(Zi) S idet Z = )

Enfin, comme on a a,, € N* on a en particulier a,, # 0 donc a% —ay, —n(n —1) = 0. Ainsi a,, est racine d’un trindme

dont le discriminant est (—1)% — 4(—n)(n — 1) = (2n — 1)? et dont les racines sont n et 1 —n < 0 (car n > 1).

Comme on a a,, > 0 on déduit finalement, .

La propriété est fortement héréditaire.

Conclusion : la propriété est fortement héréditaire a partir du rang 1, elle est donc vraie pour tout entier n > 1.

Remarque : Cette récurrence forte a ceci d’assez remarquable qu’elle ne nécessite pas de disjonction de cas dans
I’étape d’hérédité forte. C’est rare mais on en verra un autre exemple dans le chapitre sur les applications.

Autre remarque : ici on a toute de suite remarqué que l'identité était solution. On aurait pu le faire a la fin
(auquel cas on aurait pu rédiger par analyse-synthése). Dans tous les cas il faut le faire, sinon on a seulement fait la
moitié du travail !

Exercice 4. © % Suites définies par récurrence.

Donner (et démontrer) une expression plus simple des suites définies par récurrence suivantes :

n—1
l.ug=1letVneN, u, = > ("gl)ukun,l,k.
k=0 o,

2. v9=1etVn e N, v,41 Zka

3. wg=2,w; =4etVn eN, wn+2—4wn+1—3wn.

2. Cette suite est "faussement" définie par récurrence forte. En effet, on a vy = 1, v; = 2vg = 2 puis, pour n > 1 on
a Upy1 = ( Z é 2vk) + 2v,, = v, + 2v, = 3v,. La suite est donc géométrique de raison 3 & partir du rang 1, ce

qui donne Vn > 1, v, = 13" =2 x 37~ L

Si on tient & une formule unifiant les cas n = 0 et n > 1, on peut écrire Vn € N, v, = [2 x 3"7!], ot [2] désigne
la partie entiére par excés de x. Bof.

3. L’examen des premiéres valeurs conduit & conjecturer qu’on a Vn € N, w, = 3" + 1. Une récurrence double sans
aucune inspiration permet alors de le montrer.

Voici une autre méthode : pour n € Non a w42 — wpt1 = 4wp41 — 3w, — Wpt1 = 3(Wyp1 — wy). Autrement dit
la suite (w42 — wn+1)n€N est géométrique de raison 3 et on a donc Vn € N, w11 —w, = 3" (w; —wp) = 2 x 3.
Onadoncw, =2x3" 1 4+w, 1 =2x3"14+2x3" 24y, o= ---=2x (3”71 —&—3"’2—&—---4—30) + woy =
2 (£51) +2=3"" +1 et hop.
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Exercice 5. Une "équation fonctionnelle" de type N — N.

Déterminer toutes les applications f : N — N qui vérifient :
e f(2)=2;
e f est strictement croissante;

o V(m,n) € N?, f(mn) = f(m)f(n).

L’application f = idy convient. Supposons réciproquement que f vérifie les hypothéses et montrons qu’on a f = idy,
c’est-a-dire Vn € N, f(n) = n. On procéde par récurrence forte.

Héreédité forte : Soit n € N et supposons Vk < n, f(k) = k. Traitons trois cas :

e Premier cas : n € {0,1}. On a par stricte croissance on a f(0) < f(1) < f(2). Par hypothése on a f: N — N et
f(2) =2 donc 0 < f(0) < f(1) < 2 ce qui ne laisse pas d’autre possibilité que f(0) =0 et f(1) = 1. On a donc
bien f(n) = n.

e Deuxiéme cas : n > 2 et n est pair. Alors n est de la forme 2k avec k < n donc par hypothése de récurrence
f(k) = k. Les hypothéses sur f indiquent qu’on a f(2) = 2 et f(2k) = f(2)f(k). Finalement f(n) = f(2k) =
f(2)f(k) =2k =n.

e Troisiéme cas : n > 2 et n est impair. Alors n est de la forme 2k + 1 avec k < k + 1 < n donc par hypothése de
récurrence f(k) =k et f(k+ 1) = k + 1. Les hypothéses sur f donnent f(2k) = f(2)f(k) = 2k et f(2k +2) =
f(2)f(k + 1) = 2k + 2. Enfin par stricte croissance on a 2k = f(2k) < f(2k + 1) < f(2k + 2) = 2k + 2 ce qui ne
laisse que f(2k+1) =2k +1i.e. f(n)=n.

D’ou I’hérédité forte.

Conclusion : la propriété « f(n) = n» est fortement héréditaire, elle est donc vraie pour tout entier n € N. Ainsi
a-t-on f = idy.

Remarque : encore une fois il faut explicitement signaler que f = id est bien solution (au début, a la fin,
peu importe, mais il faut le faire), sinon on a seulement fait la moitié¢ du travail.



