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APPLICATIONS LINEAIRES

Dans tout le chapitre, K désigne un sous-corps de C, en pratique R ou C.

I Deéfinition et opérations sur les applications linéaires

I.1 Deéfinitions - Exemples

Proposition-Définition 1: Application linéaire.
Soient E et F' deux K-ev. Pour une application f : E — F on a équivalence entre :
1. f préserve les sommes et les multiplications par un scalaire, i.e. :
o Vuc E, VAeK, f(Au) = Af(u).
o Yu,v € E, flut+v)=f(u)+ f(v).
2. f préserve les combinaisons linéaires, i.e. :
V(u,v) € E2, V(\, p) € K2, f(Au+ pv) = Af(u) + pf(v).

On dit alors que f est une application linéaire. On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires de E dans F'.

I.2 (Co)restriction

Proposition 1 .
Soient E, F des K-ev, G un sev de F et H un sev de F'.
Si f: E — F est linéaire et f(G) C H, alors f‘f : G — H est linéaire.

1.3 Stabilité par combinaison linéaire

Théoreme 1 .

Si f et g sont linéaires alors Af + pg est linéaire.

Théoreme 2 : Reformulation.

L(E,F) est un sev de F¥. En particulier, (L(E, F), +, ) est un K-espace vectoriel.

Définition 2.

On appelle homothétie vectorielle de rapport A\, ou plus simplement homothétie de rapport A ’application

Aidg : E — E. C’est une application linéaire.
On dit que f € L(E) est une homothétie lorsque I\ € K, Vu € E, f(u) = M, i.e. f = Aid.

1.4 Composition
Théoreme 3.
Soient f € L(E,F) et g € L(F,G). Alors go f € L(E, Q).

Proposition 2.

Soit h € FF (une application quelconque!).

La composition par h a droite est distributive sur ’addition et compatible avec la multiplication externe :
1. Vf,ge GF, (f+g)oh=foh+goh;
2. VfeGF, VA e K, (A\f)oh=A(foh).

Remarquons que ces deux propriétés peuvent étre synthétisées en une :

Vf,g€GF, YA\ ueK, (\f+pug)oh=Afoh)+ u(goh).

Théoréme 4 .

Soient E, F,G des K-ev et h € FF. L’application de précomposition par h { @ GO est linéaire.
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Proposition 3.

Soit E, F,G des K-ev et h € G¥. Supposons h linéaire.
Alors la composition par h a gauche est distributive sur I’addition et compatible avec la multiplication externe :

1. Vf,g€ FE ho(f+g)=hof+hogy.
2. Vf e FE, VA €K, ho(Af) = A(ho f).
Ou encore : Vf,g € FE, VA, u € K, ho (Af + ug) = A(ho f)+ u(ho g).

Théoréeme 5 .

E E
Soit E, F,G des K-ev et h € L(F,R). L’application de postcomposition par h { Ff . go f est linéaire.

Corollaire 1.

Bilan : (£(E),+,0,-) forme une K-algébre. En particulier (£(E),+,0) forme un anneau.

Définition 3 .

On dit qu'une application linéaire est un un endomorphisme de E lorsque c’est une application d’un K-espace
vectoriel E dans lui-méme. On notera L(FE) plutdt que L(E, E) ensemble des endomorphismes de E.

Corollaire 2.

On peut appliquer un polynéme a un endomorphisme. On obtient un endomorphisme.

I.5 Réciproque

Théoréeme 6.

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f € L(E, F). Si f est bijective alors f~1 € L(F, E).
Définition 4 .

Une application linéaire bijective est appelée un isomorphisme.

Notation 1

S’il existe un isomorphisme d’un espace vectoriel £ dans un espace vectoriel F', on dit que E et F' sont isomorphes.

Remarque 1

Si E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie et isomorphes, alors ils ont la méme dimension.

1.6 Groupe linéaire

Définition 5 .

On dit qu'une application linéaire est un automorphisme de F lorsque c’est un isomorphisme de FE dans FE.
En bref : < auto = endo + iso ». On notera GL(E) l’ensemble des automorphismes de E.

Théoréeme-définition 7 .

En particulier (GL(E), 0) forme un groupe. On 'appelle le groupe linéaire de E.

1.7 Formes linéaires

Définition 6 .

Une application linéaire d’un espace vectoriel E dans le corps de base K est appelée une forme linéaire sur E.
On notera E* plutdt que L(E,K) I'ensemble des formes linéaires sur E.

IT Propriété fondamentale

II.1 Exemple des droites.

Lemme 1.

Soit D une droite (i.e. un K-ev de dimension 1).
Une application f: D — D est linéaire si et seulement si c’est une homothétie.
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1I.2 Exemple de K"

Proposition 4.

K? — K?
r = Axua.
Autrement dit, f est linéaire si et seulement s'il existe des scalaires (a; ;)1 <;<, pour lesquels on peut écrire

Soit f : K9 —KP; f estlinéaire si et seulement s’il existe une matrice Ae M, ,(K) telle que f = {

K¢ — KP 1<j<q
T a1,1%1+01 2%2+. . .+0a1 424

F= —
ZTq Qp1T1+0p2T2+. . . F0p Xq

Remarque 2

1 mais on a vu qu'un

Du coup, « dans R™ », toute application linéaire se représente canoniquement par une matrice
espace de dimension finie quelconque pouvait étre ramené a R™ en le munissant d’une base : il sera donc possible en
dimension finie, et pas seulement dans R"™, de représenter les applications linéaires par des matrices. On verra plus tard,
hein. Quant au cas de la dimension quelconque, on ne peut plus parler de matrice, mais on peut faire pareil quand

méme, c’est 'objet du paragraphe suivant.

I1.3 Cas général

Théoreme 8 : Propriété fondamentale des applications linéaires.

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Toute application linéaire f € L(E, F') est entierement et uniquement
déterminée par ses valeurs sur une base de FE.

Autrement dit : soit B = (g;);er une base de E. Alors, pour toute famille (y;);c; de vecteurs de F, il existe
une unique application linéaire f € L(E, F) telle que Vi € I, f(g;) = y;.

I1.4 Deéfinition par restrictions

Théoréme 9 : Propriété fondamentale généralisée.

Soient I et F' deux K-evs et Eq, Fa,...,E, des sevs de E tels que By @ Fr @ --- @ B, = E.
Soient ¢1 € L(E1, F), @2 € L(E3, F), ..., ¢p € L(E,, F).

Alors il existe une unique application linéaire ¢ € L(E, F) telle que Vi € {1,2,...,p}, ¢, = ¢i.

III Noyau, image et rang

III.1 TImage et noyau

Définition 7 : Rappel.

Soit f € L(E, F).
e On appelle noyau de f 'ensemble Ker(f) = f~'({0p}) = {z € E, f(z) =0r} C E.
e On appelle image de f Pensemble Im(f) = f(E)={y € F, 3x € E, y= f(z)} C F.

Théoreme 10: Rappel.

Soit f € L(E,F).
e f injective & Ker(f) C {0g} < Ker(f) ={0g} .
o f surjective & F C Im(f) & Im(f) =F.

Remarque 3 On peut parler d’image ou noyau d’une matrice ; cela signifie image ou noyau de ’application linéaire
canoniquement associée. (Voir juste au-dessus)

Theoréme 11 .
Soit f € L(E, F). Alors Ker(f) est un sous-espace vectoriel E et Im(f) est un sous-espace vectoriel F.

1. Et du coup on connaissait déja. Boring.
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II1.2 Rang

Notation 2 Si F est une famille de vecteurs E et f € L(FE, F), on note f(F) la famille obtenue en appliquant f aux
vecteurs de F. Ainsi, pour F = (u;)ier, on a f(F) = (f(ui))l.el.

Définition 8 .
Soit f € L(E,F). On appelle rang de f et on note rg(f) la quantité rg(f) = dim (Im(f)).

Théoréme 12 .

Le rang de f est un rang ! Plus précisément, pour f € L(E, F) et pour toute base B de E, on arg(f) = rg(f(B)).

Théoréme 13 : Propriétés 'immédiates” du rang.
Soient F, F', G trois K-espaces vectoriels.
1. Pour f € L(E, F), on a rg(f) < min(dim(E), dim(F)).
2. Pour f € L(E,F) et g € L(F,G), on arg(go f) < min(rg(f),rg(g)), et, de plus :

3. si f est un isomorphisme alors rg(g o f) = rg(g) et si g est un isomorphisme alors rg(g o f) = rg(f).
i.e. composer par un isomorphisme ne modifie pas le rang

I11.3 Equations d’un hyperplan

Théoréme 14 .

Les hyperplans sont exactement les noyaux des formes linéaires non nulles.

Définition 9.
Soit H un hyperplan de E. On appelle équation de H une expression de la forme ¢(2) = 0 ol ¢ est une forme
linéaire telle que Ker(¢) = H. D’apres le théoreme ??, tout hyperplan a une équation.

1I1.4 Théoréme d’isomorphisme

Théoréme 15: Théoreme d’isomorphisme.

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f € L(E, F).

Soit S un supplémentaire de Ker(f) dans E. Alors fl‘;m(f)

On dit que f induit un isomorphisme de S sur Im(f).

est bien définie et c’est un isomorphisme.

IV Applications linéaires en dimension finie

IV.1 Théoréme du rang
Théoreme 16 : formule du rang.

Soit E et F deux K-espaces vectoriels et f € L(E,F). On suppose que E est de dimension finie.
Alors dim (Ker(f)) + dim (Im(f)) = dim(E) i.e. rg(f) = dim(E) — dim(Ker(f)).

IV.2 Applications immédiates du théoréme du rang
IV.3 Théoréme du rang et *jectivité

Théoreme 17 : Caractérisation par le rang.

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. Soit f € £(E, F'). Alors on a :
i/ f est surjective si et seulement si rg(f) = dim(F);
ii/ f est injective si et seulement si rg(f) = dim(E);

iii/ f est bijective si et seulement si rg(f) = dim(F) = dim(F).
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Théoreme 18 : Caractérisation des isomorphismes.

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie n. Soit f € L(E, F'). Sont équivalentes :

i/ f est injective;
ii/ f est surjective;

iii/ f est un isomorphisme.

Remarque 4

On a un analogue ensembliste : Soit A, B deux ensembles tels que #4 = #B :=n € N.
Alors

fiA—= Be(})

& fe(H)
s feH)

Théoreme 19 : Caractérisation des automorphismes.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € L£(F). Sont équivalentes :
i/ f est inversible a gauche;
ii/ f est inversible a droite;

iii/ f est un automorphisme.

IV.4 Deux applications de la théorie au calcul matriciel
V  Endomorphismes remarquables

V.1 Endomorphismes nilpotents

Définition 10.

Un endomorphisme f € L(E) est dit nilpotent lorsque c’est un élément nilpotent de ’anneau (L(E), +,0).
L’unique entier p tel que fP~! # Oz(p) et fP = 0, (g) s’appelle 'indice de nilpotence de f.

Proposition 5 .
Si dim(F) < 400 et f € L(E) est nilpotent, alors I'indice de nilpotence de f est plus petit que dim(FE).

V.2 Projections

Remarque 5
Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E. Alors on a :
i/ p& =idp —p%;
ii/ péopf =pf ot = Oc(m).
Proposition 6 :  Propriétés immédiates des projections.
Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E. Alors on a :
i/ Ker(pf) = G;
i/ Im(pf) = F;
iii/ pf o pf = pf.
Théoreme 20 : :mind_blown :.
Si p est un endomorphisme idempotent, alors p est une projection.

C’est la projection sur Im(p) parallelement & Ker(p).
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V.3 Symétries

Proposition 7 : Propriétés immédiates des projections.
Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E. Alors on a :
i/ Ker(sG —idg) = Im(s% +idg) = F;
ii/ Ker(s8 +idg) = Im(s€ — idg) = G;
iii/ s& = —s%;
iv/ s¢ =pF —pé;
v/ €058 =idg.
Théeoréme 21 .

Si s est un endomorphisme involutif, alors s est une symétrie.

C’est la symétrie par rapport a Ker(s — idg) parallelement & Ker(s + idg).
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DERIVABILITE. I

e [ désigne une réunion d’intervalles non triviaux;

Contexte : dans tout le chapitre

e f désigne une application de I dans R, sauf mention du contraire.

I Rappels

I.1 Taux d’accroissement et dérivée
Définition 1 .

I\{a} - R
o Le)=f) -

Soit a € I. On appelle taux d’accroissement de f en a 'application 7, : { -

Remarque 1
Pour a et x (distincts) dans I on a 7,(a) = 74().
Définition 2 .
1. Soit a € I. On dit que f est dérivable en a lorsque il_r}r}l 7. (x) existe et est finie.

Lorsque c’est le cas, cette limite est notée f/(a) et s’appelle le nombre dérivé de f en a.

2. On dit que f est dérivable sur I lorsqu’elle est dérivable en tout point de I.
I — 1
« v fla)

3. On dit que f est continiment dérivable sur I lorsqu’elle est dérivable sur I de dérivée continue.

Auquel cas I'application f” : { s’appelle la dérivée de f.

Notation 1
1. On note D(I,R) ou D(I,R) 'ensemble des fonctions dérivables de I dans R.
2. On note C'(I,R) ensemble des fonctions continiiment dérivables de I dans R.
On a évidemment C'(I,R) C D!(I,R). Remarque 2

Il existe des fonctions D! (I, R) mais pas C*(I,R).
Définition 3. Soit a € I.

1. On dit que f est dérivable a droite en a lorsque 7, a une limite a droite finie en a.

2. On dit que f est dérivable a gauche en a lorsque 7, a une limite a gauche finie en a.

1.2 DL (a) et applications

Théoréme 1.
Soit a € I.
1. f est dérivable en a si et seulement si f a un DL (a);
2. lorsque c’est le cas, ce DLi(a) est f(a+ h) = f(a) + f'(a)h + o(h).

Théoreme 2 : (rappel).

Si f est dérivable, alors f est continue.

Théoréme 3: TDFC.

u € DY, J)

Soient { v € DI(JR).

Alors on avou € DY(I,R) et (vou) =u' x v ou.
Théeoréme 4.
Soient f,g € D'(I,R). Alors on a :

L Y(A\ p) €R?, Af +pg € DY(I,R) et (Af +pg)’ = M’ + pg';

2. fge DYI,R) et (fg)' = f'g+ fg';

/ ’ /
3. si g ne s’annule pas, 5 € DI(I,R) et (5) = & gg—fg )
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Corollaire T .
1. DY(I,R) forme une sous-algebre de R’ ;
2. C1(I,R) forme une sous-algebre de D!(I,R);

- { C'(I,R) — CIR)

est linéaire.
— f

Théoreme 5: TDFR.

ND)(I,J 1
Soit f : I — J (I un intervalle). Si fe @ )T, J) alors f~! est dérivable sur .J et (f_l)/ = ———.
f' ne s’annule pas flof=t
II Théorémes de moyenne et applications
II.1 Point critique
Définition 4 .
On suppose f € DI(I,R). On appelle point critique de f un réel a € I pour lequel on a f’(a) = 0.
Théoreme 6 : Lemme de Fermat sur les points critiques.
On suppose f € DY(I,R).
Si f atteint un extremum local en a, alors a est soit un point critique de f soit une extrémité de I.
I1.2 Théoréme de Rolle
Theoreme 7 : Rolle.
Soient a < b € R et f € C([a,b],R) N D(Ja, b], R) telle que f(a) = f(b).
Alors il existe ¢ €]a, b[ pour lequel on a f’(c) = 0.
I1.3 Accroissements finis
Théoréme 8 : Egalité des accroissements finis.
. o oy () = fla)
Soient a < b € R et f € C([a,b],R) N D(]a, b[, R). Alors il existe ¢ €]a, b[ pour lequel on a f'(c) = b .
—a

Corollaire 2 : Inégalité des accroissements finis.
Soient a < b € R et f € C([a,b],R) N D(Ja,b],R). Alors :

: / f(b)_f(a) /.
1. ]laf,lzf[f <ﬁ g]sxl?[f’
9. ’f@—f(a) <suplf'.
b= Jab|

Theoréeme 9 : Reformulation de I’IAF.

On suppose que I est un intervalle et qu’on a f € DY(I,R). Alors :
1. pour k> 0,ona fek—L<|f|<k;
2. pour f € L < |f’| bornée.

I1.4 Application aux études globales

Théoreme 10 : surle signe de la dérivée.
On suppose que I est un intervalle et qu’on a f € D(I,R).

{ Si f’ > 0 sur I alors f est croissante sur [ ;
si f/ <0 sur I alors f est décroissante sur 1.

{ Si f/ > 0 sur I alors f est strictement croissante sur [ ;
si f/ < 0 sur I alors f est strictement décroissante sur I.

3. Si f/ =0 sur I alors f est constante sur I.
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II.5 D! vs C!

Remarque 3

Ce théoréme implique que les seules fonctions Cp,, qui ont des primitives sont les fonctions continues, pourquoi ?

Théoreme 11 : surla limife de la dérivée.
Soit f € C(I,R) et a € I. On suppose de plus que f est dérivable sur I\ {a}.
1. Si lim f/(z) =¢€R alors lim W =5

Tz — a T—ra
i G
2. En particulier, si lim f/(z) = ¢ € R alors f est dérivable en a et f/(a) = .

xr — a

T # a
Théoreme 12 : théoreme de prolongement C'.
r—ra

(LL‘) — 61.

T—a

: 1 N , f(x) — Lo
Soit a € I et f € C*(I'\ {a},R). On suppose qu’il existe deux réels ¢ et ¢; tels que f

Alors f est prolongeable par continuité sur I et son prolongement est C1(I,R).
f~(a) = Lo
fL(a) = 4.

En notant f. ce prolongement, on a {

I1.6 Convexité des fonctions dérivables
Définition & .
La fonction f est dite convexe lorsqu’on a Va,y € I, Vt € [0,1], g((1 —t)z +ty) < (1 —t)g(x) + tgf(y).

Remarque 4

On définit de méme une fonction concave g : I — R par Yo,y € I, Vt € [0,1], g((1 — t)z +ty) = (1 — t)g(z) +
tgf(y). Autrement dit, une fonction concave est 'opposée d’une fonction convexe, son graphe est au dessus de ses
sécantes, son hypographe (I’ensemble des points du plan "sous" la courbe) est convexe, ses taux d’accroissements
sont décroissants. L’étude des fonctions concaves est la méme que celle des fonctions convexes, il suffit de renverser les
inégalités. Remarque 5

Une fonction convexe n’a aucune raison d’étre dérivable, par exemple x — |z| est convexe.

Proposition 1 .
Supposons f dérivable sur I. Alors f est convexe si et seulement si f’ est croissante.

En particulier, si f est deux fois dérivable, alors elle est convexe si et seulement si f” est positive.

Définition 6 .

Soit a € I. On dit que f présente un point d’inflexion en a lorsque f change de concavité en a.
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DERIVABILITE. I

e [ désigne une réunion d’intervalles non triviaux;

Contexte : dans tout le chapitre

e f désigne une application de I dans R, sauf mention du contraire.
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Soit a € I. On appelle taux d’accroissement de f en a 'application 7, : { -

Remarque 1
Pour a et x (distincts) dans I on a 7,(a) = 74().
Définition 2 .
1. Soit a € I. On dit que f est dérivable en a lorsque il_r}r}l 7. (x) existe et est finie.
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3. On dit que f est continiment dérivable sur I lorsqu’elle est dérivable sur I de dérivée continue.

Auquel cas I'application f” : { s’appelle la dérivée de f.

Notation 1
1. On note D(I,R) ou D(I,R) 'ensemble des fonctions dérivables de I dans R.
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1. On dit que f est dérivable a droite en a lorsque 7, a une limite a droite finie en a.

2. On dit que f est dérivable a gauche en a lorsque 7, a une limite a gauche finie en a.
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Corollaire T .
1. DY(I,R) forme une sous-algebre de R’ ;
2. C1(I,R) forme une sous-algebre de D!(I,R);
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est linéaire.
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Si f atteint un extremum local en a, alors a est soit un point critique de f soit une extrémité de I.
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Soient a < b € R et f € C([a,b],R) N D(Ja,b],R). Alors :

: / f(b)_f(a) /.
1. ]laf,lzf[f <ﬁ g]sxl?[f’
9. ’f@—f(a) <suplf'.
b= Jab|

Theoréeme 9 : Reformulation de I’IAF.

On suppose que I est un intervalle et qu’on a f € DY(I,R). Alors :
1. pour k> 0,ona fek—L<|f|<k;
2. pour f € L < |f’| bornée.

I1.4 Application aux études globales

Théoreme 10 : surle signe de la dérivée.
On suppose que I est un intervalle et qu’on a f € D(I,R).

{ Si f’ > 0 sur I alors f est croissante sur [ ;
si f/ <0 sur I alors f est décroissante sur 1.

{ Si f/ > 0 sur I alors f est strictement croissante sur [ ;
si f/ < 0 sur I alors f est strictement décroissante sur I.

3. Si f/ =0 sur I alors f est constante sur I.
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II.5 D! vs C!

Remarque 3

Ce théoréme implique que les seules fonctions Cp,, qui ont des primitives sont les fonctions continues, pourquoi ?

Théoreme 11 : surla limife de la dérivée.
Soit f € C(I,R) et a € I. On suppose de plus que f est dérivable sur I\ {a}.
1. Si lim f/(z) =¢€R alors lim W =5

Tz — a T—ra
i G
2. En particulier, si lim f/(z) = ¢ € R alors f est dérivable en a et f/(a) = .

xr — a

T # a
Théoreme 12 : théoreme de prolongement C'.
r—ra

(LL‘) — 61.

T—a

: 1 N , f(x) — Lo
Soit a € I et f € C*(I'\ {a},R). On suppose qu’il existe deux réels ¢ et ¢; tels que f

Alors f est prolongeable par continuité sur I et son prolongement est C1(I,R).
f~(a) = Lo
fL(a) = 4.

En notant f. ce prolongement, on a {

I1.6 Convexité des fonctions dérivables
Définition & .
La fonction f est dite convexe lorsqu’on a Va,y € I, Vt € [0,1], g((1 —t)z +ty) < (1 —t)g(x) + tgf(y).

Remarque 4

On définit de méme une fonction concave g : I — R par Yo,y € I, Vt € [0,1], g((1 — t)z +ty) = (1 — t)g(z) +
tgf(y). Autrement dit, une fonction concave est 'opposée d’une fonction convexe, son graphe est au dessus de ses
sécantes, son hypographe (I’ensemble des points du plan "sous" la courbe) est convexe, ses taux d’accroissements
sont décroissants. L’étude des fonctions concaves est la méme que celle des fonctions convexes, il suffit de renverser les
inégalités. Remarque 5

Une fonction convexe n’a aucune raison d’étre dérivable, par exemple x — |z| est convexe.

Proposition 1 .
Supposons f dérivable sur I. Alors f est convexe si et seulement si f’ est croissante.

En particulier, si f est deux fois dérivable, alors elle est convexe si et seulement si f” est positive.

Définition 6 .

Soit a € I. On dit que f présente un point d’inflexion en a lorsque f change de concavité en a.
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ESPACES PREHILBERTIENS.I

Contexte : dans tout le chapitre E désigne un R-espace vectoriel. A retenir : la formule de projection !

I Produit scalaire

I.1 L’exemple du produit scalaire usuel sur R"
Théoreme 1 . L’application (-, ) est :

0. a valeurs dans R ;

1. symétrique : Va,y € R", (y,z) = (x,y);

Vr,y,z € R", VA, p € R, (Ax + py, 2) = Az, z) + u(y, z) (linéarité & gauche)
Va,y,z € R™, VA, u € R, (x, Ay + pz) = Ma,y) + p(z, z) (linéarité & droite) ;
Vo € R, (x,x) > 0 (positivité)

Ve € R", (x,2) =0 = x = 0g (caractere défini).

2. bilinéaire : {

3. définie-positive : {

1.2 Définitions
Définition 1 : Produit scalaire sur E.

On appelle produit scalaire sur E une forme bilinéaire symétrique définie positive sur E c’est-a-dire

une application ® : £ x £ — R telle que :
1. ® est symétrique, i.e. Va,y € R", O(y,z) = O(z,y);

Va,y,z € R" YA\ p€R, ®(A\z + py, z) = \®(x, 2) + pP(y, 2) (linéarité a gauche)
Va,y,z € R", VA, p € R, ®(x, \y + pz) = A®(z,y) + puP(z, 2) (linéarité a droite) ;
Vo € R", ®(x,x) > 0 (positivité)

Vz € R", ®(x,xz) =0 = z = 0p (caractére défini).

2. ® est bilinéaire, i. e. {

3. ® est définie-positive, i.e. {

Remarque 1
1. Le fait que le corps soit R est donc essentiel pour pouvoir énoncer la positivité.

2. Pour montrer la bilinéarité, il est pratique de montrer d’abord la symétrie pour n’avoir que la linéarité d’un seul
cOté & montrer, comme on I’a fait plus haut pour le produit scalaire usuel sur R"”.

Notation 1 On utilise souvent I'une des trois notations suivantes pour dénoter un produit scalaire ® sur E. Etant
donnés deux vecteurs x et y de E leur produit scalaire ®(z,y) pourra se noter (z]y) ou (z,y) ou = - y.

Définition 2 .

1. On appelle espace préhilbertien un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (E, ®).

2. On appelle espace euclidien un espace préhilbertien de dimension finie.

Proposition-Définition 3 :  Produit scalaire canoniquement associé a une base.

Soit B = (g;);cr une base de E.
ExE — R

On appelle produit scalaire canoniquement associé a B 1'application (Z ) :
xifuzyﬁi = inyz.

il il
Le produit scalaire canoniquement associé & B est bien un produit scalaire !

iel

Remarque 2

Dans la définition précédentes, toutes les sommes sont en fait finies (il n’y a qu'un nombre fini de termes non nuls)
méme pour [ infini, et correspondent aux décompositions dans la base B, il s’agit juste d’une notation pratique pour
éviter les doubles indices.
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1.3 Autres exemples

Théoréeme 2 .

b
Sur E = C([a, b],R) le produit scalaire intégral ® = (f,g) — / f(t)g(t) dt est bien un produit scalaire.

Proposition 1: La restriction d’un produit scalaire est un produit scalaire.

Autrement dit si ® : E X E — R est un produit scalaire sur E, et F' est un sous-espace vectoriel de F, alors
@ pyp: F X F — R est un produit scalaire sur F.

I.4 Normes et distances
Définition 4 : Norme euclidienne.

E = R
— (u, u).

Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien. On appelle norme euclidienne 'application N : {

Remarque 3 L’application N est bien définie par positivité du produit scalaire. Notation 2 On utilise souvent

I'une des deux notations suivantes pour dénoter la norme euclidienne de (E, (-, --)).
Etant donné un vecteur = de E sa norme euclidienne N(z) pourra se noter |z| ou ||z]|,.

Théoréme 3 : Inégalité de Cauchy-Schwarz.

Soit (E, (-,+)) un espace préhilbertien et | - || la norme associée. Pour tous u,v € E on a |(u,v)| < [Jul| [[v]].

Remarque 4

C’est évident dans R? (ou R?) muni du produit scalaire usuel. Une formule et un dessin :

Théoreme 4 : Cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz.
Soit (E, (-,+)) un espace préhilbertien et | - || la norme associée.

Pour tous u,v € E on a |(u,v)| = ||u|| ||v|| ssi u et v sont colinéaires.

Théoreme 5 : Propriétés d’une norme.
Soit (E, (-,+)) un espace préhilbertien. La norme euclidienne N = u — /(u, u)
est une application NV : E — R qui vérifie :
1. Thomogénéité : Yu € E, VA € R, N(Au) = [A|N(u);
2. la séparation : Vu € E, N(u) =0 N(u)=0< u=_0g;

3. l'inégalité triangulaire : Vu,v € E, N(u+v) < N(u) + N(v).

Théoréme 6 : Identités de polarisation.
Soit (E, (-,+)) un espace préhilbertien de norme euclidienne || - ||. Soient u, v dans E. Alors :

2 2 2
L fuy) = 1o = P = ol?,

2 _ _ 2
5. gy = B0l = e ol?
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Définition 5 : Distance euclidienne.

Soit (E, (-,+)) un espace préhilbertien de norme euclidienne || - ||.

On appelle distance euclidienne entre A et B le réel positif d(A, B) = ||B — 4|

Théoreme 7 : Propriétés d’une distance.
Soit (E, (-, --)) un espace préhilbertien de norme euclidienne [|-||. La distance euclidienne d = (A, B) ~— d(A, B)
est une application d : £ x E — R qui vérifie :
1. la symétrie : VA, B € E, d(A,B) =d(B,A);
2. la séparation : VA,B € E, d(A,B)=0< A = B;
3. l'inégalité triangulaire : VA, B,C € E, d(A,C) < d(A, B) + d(B,C).

II Orthogonalité

II.1 Vecteurs orthogonaux

Définition 6 :  Viecteur orthogonaux.

Soient u, v € E. On dit que u et v sont orthogonaux lorsqu’on a (u,v) = 0.

(C’est une relation symétrique par symétrie du produit scalaire.)

Notation 3 On le note u_Llwv.

Théoreme 8 : Pythagore.

Soient u, v € E. Alors on a ulv & ||u+v||? = ||ul|® + ||v||*.

I1.2 Familles orthogonales
Définition 7.

Une famille (u;);er de vecteurs de E est dire orthogonale lorsqu’on a Vi # j € I, u; Lu,.

Théoreme 9 : Pythagore généralisé.
Soient n € N et uy, usg, ... u, € E. Supposons la famille (uq, ..., u,) orthogonale.

Alors on a [jug +ug + - + up||? = [Jur]|® + |Juzl]® + - - - + |Jun|?.

Théoréme 10 .

Toute famille orthogonale formée de vecteurs non nuls est libre.

Proposition-Définition 8 . Soit B = (&;)ier-

1. On dit que B est une base orthogonale lorsque c’est a la fois une famille orthogonale et une base. Cela
équivaut a dire que c’est une famille génératrice et orthogonale formée de vecteurs non nuls.

2. On dit que B est une base orthonormée (b.o.n.) lorsque c’est base orthogonale formée de vecteurs de
norme 1. Cela équivaut & dire que B est génératrice et telle que Vi, j € I, (e;,¢;5) = 9, ;.
I1.3 Sous-espaces vectoriels orthogonaux
Définition 9.
Soient F' et G deux sevs de E. On dit que F et G sont orthogonaux lorsqu’on a Yu € F, Yv € G, ulwv.

Notation 4 On le note F LG aussi. Remarque 5

Si F et G sont orthogonaux alors FNG = {0g}.
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II.4 Orthogonal d’une partie ou d’un sev

Définition 10 : Orthogonal d’une partie.
Soit X C E. On appelle orthogonal de X P'ensemble {v € E, Yu € X, vlu}.

I1.5 Supplémentaire orthogonal

II.6 Cas d’un espace euclidien
III Projection orthogonale et applications

II1.1 Formule de projection
I11.2 Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
I11.3 Magie des b.o.n.

II1.4 Distance a un sous-espace vectoriel
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SOUS-ESPACES VECTORIELS EN DIMENSION FINIE

Dans tout le chapitre, K est un sous-corps de C, et E désigne un K-espace vectoriel.

I Sevs en dimension finie

1.1 Propriété fondamentale

Théoréeme 1 : Propriété fondamentale des sevs en dimension finie.
Supposons que F soit de dimension finie n, et F' un sous-espace vectoriel de F. Alors :
1. F est un K-espace vectoriel de dimension finie et dim F' < dim E';

2. dim F' = n si et seulement si F' = E.

Remarque 1
Ce théoréme a un analogue ensembliste : si A est un ensemble fini et B un ensemble tel que B C A alors B est fini

et |B| < |A], avec égalité si et seulement si A = B. Remarque 2

e L’application "dimension" dim : {sous-espaces vectoriels de E} — N U {+00} est donc croissante (pour l'inclusion).
e L’application "rang" rg : {familles de vecteurs de E} — N U {400} est donc une application croissante (pour la rela-

tion « étre un sous-famille de ») puisque c¢’est dim oVect.

I.2 Application aux supplémentaires

Théoreme 2.
Supposons que E soit de dimension finie, et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors :
1. F a un supplémentaire ;

2. pour tout supplémentaire G de F' on a dimG = dim £ — dim F'.

Remarque 3

Ce théoréme a aussi un analogue ensembliste : si BIIC' = A avec A fini, alors |B| + |C| = |A].

IT Applications de la formule de Grassmann

IT1.1 Formule de Grassmann

Théoréme 3: Formule de Grassmann.

Supposons F de dimension finie. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors on a :

dim(F + G) = dim(F') + dim(G) — dim(F N G).

Remarque 4

On a la encore un analogue ensembliste : si B,C C A avec A fini alors |BUC| = |B|+|C| — |BN C|. Remarque 5
On retrouve qu'on a dim(F @ G) = dim(F) + dim(G).

I1.2 Applications

Théoréme 4.
Soient F; et Fy deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. Alors dim(E; X Es) = dim(E7) + dim(E3).
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Théoreme 5 : Caractérisation des supplémentaires en dimension finie.
Supposons que F soit de dimension finie n. Soient F', G deux sevs de F.
Les propositions suivantes sont équivalentes :
i/ F&G=EFE;
ii/ FNG={0g} et dim(F) + dim(G) = n;
iii/ FF+ G = FE et dim(F) + dim(G) = n.

Theoréeme 6 : Dimension d’une somme de m sevs.
Soient Fi, ..., F,, des sous-espaces vectoriels de F, supposé de dimension finie.

m m
Alors on a : dim Z FZ> < Z dim(F;), avec égalité si et seulement si la somme est directe.
i=1

i=1

II.3 Hyperplans en dimension finie

Théoréme 7 .

Supposons dim(E) = n < +oo. Alors un hyperplan de E est exactement un sev de E de dimension n — 1.

Théoreme 8.
Supposons E de dimension finie n. Soient Hy, Hs, ..., H,, des hyperplans de E.
Alors on a dim(H; N HoN---N Hy,) = n—m.

Remarque 6

al 1
Soit ( : > e K™\ {ﬁ} Alors H = { ( : >, a1z + -+ apTy, = O} est un hyperplan de K™.

An, Tn

Théoréme 9.

21 1,121 + -+ a1 Ty =0
L’ensemble des solutions d’un systeme linéaire homogene ( : ) e K", :

Tn am,lxl _l_ oo _l_ am7nxn = 0
forme un sev de K" de dimension supérieure a n — m.
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ESPACES ET SOUS-ESPACES VECTORIELS

On connait moults R-espaces vectoriels :

) (]:(IvR)’"i_v')

(M (R)7+7') (R[i]a+") = ( e
np,q . = . (C(I’ R>7+") (DL"(O)7+’ )
(R ’+7.) EEL\[/;]]’,—:-: )) (R7+’ ) (R[X]v"‘a) (RN7+a')

L’objectif : identifier une banque de théorémes qui s’appliquent (entre autres) a tous les exemples précédents.
Dans toute la suite on fixe un sous-corps K de C (mais en vrai on ne regardera que K = R ou C — trés éventuellement Q).

Dans toute la suite, (F,+, ) désignera un K-espace vectoriel (en abrégé K-ev, c’est pas de moi). Rappel : cela signifie

i/ (E,+) est un groupe commutatif
ii/ - est compatible avec xi et 1k
iii/ - est distributive sur +

Dans ce contexte, les éléments de E sont appelés des vecteurs et les éléments de K des scalaires.

A comprendre tout de suite :
— Les trois opérations structurelles d’'un K-ev sont le vecteur nul, I’addition des vecteurs et la multiplication externe.
— On voit tout de suite qu’on peut combiner les deux derniéres opérations avec la notion de combinaison linéaire
de deux vecteurs. Une combinaison linéaire de deux vecteurs est une expression de la forme Au + pv, ot A, p
sont des scalaires et u, v sont des vecteurs.

— Plus généralement, on voit qu’on peut combiner les trois opérations avec la notion de combinaison linéaire.
T

Une combinaison linéaire est une expression de la forme g A;u; ol 7 est un entier naturel, les A; des scalaires et
i=1
les u; des vecteurs.

On notera en abrégé « CL » pour « combinaison linéaire » (ce n’est pas de moi non plus).
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I Sous-espaces vectoriels

I.1 Caractérisations équivalentes
Définition T .
On appelle sous-espace vectoriel de (E,+,:) (en abrégé < sev >, toujours pas de moi) un ensemble F' inclus

dans E stable pour la structure d’espace vectoriel de F, c’est-a-dire tel que :
e Op € F,

o V(z,y) € F?, z+y€F,
e Vxe F,VAeK, \xeF.

Théoreme 1 : Utile & la démonstration.
Un sous-ensemble F' de F est un sous-espace vectoriel de (E,+, ) si et seulement s’il est non vide et stable
par combinaisons linéaires de deux vecteurs, c’est-a-dire F' # () et V(\, u) € K2, VY(z,y) € F?, \x + uy € F.

Théoreme 2 : Utile a I’'exploitation .
Un sous-ensemble F' de E est un sous-espace vectoriel de (E, +, ) si et seulement s’il est stable par combinai-
sons linéaires quelconques, c’est-a-dire si et seulement si on a :

vreN, Y(ag,...,a.) €K', Y(ug,...,u.) € F", aqus + agus + - - - + a,u, € F.
1.2 Exemples et contre-exemples

Remarque 1
Quand un pertie F' de FE est définie par un systéme d’équations linéaires homoggénes, c’est toujours un sev. Remarque
2

Quand on a une partie F' de E définie par paramétrage linéaire, c’est toujours un sev de F.

1.3 Structure d’espace vectoriel

Théoréme 3.

Si F' est un sev de F, alors les lois de E induisent des lois sur F', et F', muni des lois induites, forme un K-ev.

II Opérations sur les sevs

II.1 Intersection de sevs
Théoréme 4 .
Soit (F};);er une famille de sevs de E. Alors () F; est un sev de E.

il
Remarque 3

(a marche pas pour U : Pour I'espace vectoriel (R2,+,) :

(1G)verollonen)f+)

N’est pas un sev : par exemple, il est pas stable par somme.

II.2 Sommes de sous-espaces vectoriels

Définition 2.

Pour n un entier naturel et Fy, Fb, ..., F,, des sous-espaces vectoriels de F, on appelle somme de Fy, Fs, ..., F,
lensemble Fy + Fo + -+ F, = {ug +ug + -+ + up, ug € Fy, ug € Fo, ..., uy € Fp,}.

Théoreme 5.
Pour n un entier naturel et Fy, F5, ..., F,, des sevs de E, F| + F5 + ---+ F,, est un sev de F.
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Remarque 4 La somme des sevs est :

Idempotente : pour tout sev F'de F,ona F+ F =F;
e Commutative : pour tous sevs FFet Gde E,ona F+G =G+ F;
Associative : pour tous sevs F, Get Hde E,ona (F+G)+H=F+(G+H)=F+G+ H;

Admet pour élément neutre le sous-espace nul : pour tout sev F' de E,ona F +{0g} ={0g}+F =F.

Remarque 5

(02) + (Oy) = F

I1.3 Sommes directes

Définition 3 .

Une somme F = F} + F5 + --- + F,, est dite directe lorsque tout vecteur u de F' s’écrit de fagon unique
souslaforme u = uj+ug + -+ + u, oul’ona Vi € {1,...,n}, u; € F;. On note alors F = F} @ F, & --- & F,.

Remarque 6
Une somme de 2 sevs (et pas plus) et directe ssi leur intersection est le sev nul.

Théoréeme 6 .

Une somme F = Fy + F5 + - - - + F,, est dite directe si et seulement si I'unique décomposition du vecteur nul
dans la somme est Og = 0p, + -+ + 05, .

I1.4 Supplémentaires
Définition 4 .
Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont dit supplémentaires lorsqu’on a FF & G = E.

Proposition 1: Caractérisation de supplémentarite.

F+G=FE

Deux sevs I’ et G de E sont supplémentaires si et seulement si { FNG={0g}

III D’autres méthodes pour obtenir des K-evs

III.1 Produits de K-espaces vectoriels

Théoreme 7 : Produit de K-ev.
Soient n € N et Fy, Fs, ..., B, des K-espaces vectoriels. L’ensemble Fy X Fy X --- X E, est naturellement
muni d’une structure d’espace vectoriel donnée par les opérations composante par composante :

L 0E1><~~-><En = (OEl""70En);
o V(ur,...,up),(V1,...,0n) € By X Ea X -+ X B, (ug,...,un) + (v1,...,00) = (U1 +v1,. .., Up + V) ;
e VAEK, Y(uy,...,up) € By X Ea X -+ X By A (ug, .. upn) = (Aug, ..., Auy).

I11.2 Espaces vectoriels engendrés

Lemme 1: CL de CL.
Soit (E,+,-) un K-ev et P C E. Si un vecteur u de E peut s’obtenir comme CL de vecteurs pouvant eux-méme

s’obtenir comme CL de vecteurs de P, alors u est lui-méme une CL de vecteurs de P.

Proposition 2 :  Propriétés fondamentales de Vect.
1. Vect est extensive, c’est-a-dire : VP C E, Vect (P) D P
2. Vect est croissante pour l'inclusion, c’est-a-dire :VP,Q C E, Q C E,P C Q@ = Vect (P) C Vect (Q)
3. Vect est idempotente, c’est-a-dire : Vect o Vect = Vect

Remarque 7

Pour P C E, P = Vect (P) < P est un sev
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II1.3 K-evs et sevs remarquables
Définition 5.

1. On appelle droite (vectorielle) un sev de E de la forme Vect (u) avec u # 0.

2. On appelle plan (vectoriel) un sev de E de la forme Vect (u, v) avec u et v non colinéaires, c’est-a-dire tel
qu’aucun des deux n’est un multiple de 'autre.

Définition 6 .

On appelle hyperplan de E un sev de E dont un supplémentaire est une droite.
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FAMILLES EN DIMENSION FINIE

Dans tout le chapitre, K est un sous-corps de C, et E désigne un K-espace vectoriel.

N.B. : le fait que K soit un corps est essentiel. On verra dans la suite que c’est toujours la méme propriété qui assure

la plupart des résultats, a savoir : on peut diviser par un scalaire non nul.

I Espaces vectoriels de dimension finie

I.1 Extension et réduction

Lemme 1 : Principe de réduction d’une famille génératrice.

Soit G LI (u) une famille génératrice de E. Si u € Vect (G), alors la sous-famille G est génératrice de E.

Lemme 2 : Principe d’extension d’une famille libre.
Soit £ une famille libre de E et u € E. Si u & Vect (£) alors la famille £ U (u) est libre.

Remarque 1

On retrouve un cas particulier du théoréme sur les bases adaptées.

1.2 Définition — exemples

Définition 1 .

L’espace vectoriel E est dit de dimension finie lorsqu’il admet une famille génératrice finie. Sinon, il est dit de
dimension infinie.

Remarque 2

Si E est un espace de dimension finie, il n’y a pas en général unicité d’une famille génératrice engendrant E. Par

exemple, que les familles (ch, sh) et (exp7 t— e’t) engendrent le méme espace vectoriel.

1.3 Existence de bases

Theoréme 1: de la base extraite.

On suppose que E est un espace vectoriel de dimension finie et G une famille génératrice finie de E. Alors :
1. E a une base finie :

2. toute sous-famille génératrice minimale de G et toute sous-famille libre maximale de G est une base de E.

Théoreme 2 : de la base incompléte.

Soient £ une famille libre et G = (v1,...,v,,) une famille génératrice de E. Alors on peut choisir certains
vecteurs v;,, ..., v; de G de sorte que la famille £ U (v;,, ..., v;,) soit une base de E.

Remarque 3
Ce théoréme indique qu’en dimension finie les familles libres sont des « bases incomplétes », i. e. qu’on peut obtenir

des bases en leur rajoutant convenablement des vecteurs (et de plus ces vecteurs peuvent étre choisis dans n’importe

quelle famille génératrice de E).

I.4 Dimension
Lemme 3: Lemme d’échange (version simplifiee)..

Supposons que E soit de dimension finie. Soit By = (u;)ic;r une base de E et By = (£);equ,....s} une base finie
de E. Alors :
Vip € I, 3jo € {1,...,5}, (wi)ier\{io} U (€j,) est une base de E.

Autrement dit : tout vecteur de B; peut étre échangé contre un vecteur de Bs, si celui-ci est bien
choisi, la famille obtenue restera une base.
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Theoréme 3.

Supposons E de dimension finie. Alors toutes les bases de E sont finies et de méme cardinal.
Définition 2 .

Si F est de dimension finie, on appelle dimension de F et on note dim(FE) le cardinal d’une base de E.

Si E n’est pas de dimension finie, on dit qu’il est de dimension infinie et non note dim(E) = +oo.
Remarque 4 On peut noter dimg(E) pour bien insister sur le fait que le corps de base est K.

1.5 Morphisme de décomposition dans une base

Définition 3 .

Supposons que E est de dimension finie n et considérons B = (eq,...,&,) une base de E. Pour tout vecteur
| M
u € FE, on appelle décomposition de u dans la base B et on note w« ['unique n-uplet € K" tel
|5 A
n

qu’on ait u = A1 + -+ - + Apén.

Proposition 1: Morphisme de décomposition.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et B = (e1,...,&,) une base de E. Alors :
E — K”
1. L’application . lIL de décomposition dans B est bijective.
|5
E — K”
2. L’application . lIL est linéaire, c’est-a-dire :
|5

| | |
V(u,v) € B2, Y\, 1) € K2, Au+pv)=X- u +pu- v .

s s s

II Applications du TBE et du TBI

II.1 Cardinal d’une famille en dimension n

Lemme 4.

Supposons que E est un K-espace vectoriel de dimension finie n.
1. Toute famille génératrice de E possede au moins n éléments.

2. Toute famille libre de E possede au plus n éléments.

Corollaire 1.

S’il existe une famille libre infinie de vecteurs de FE, alors dim(E) = +oo0.

Théoréme 4 .

On contrapose le lemme ?7?-2 : si dim(E) = n, toute famille de n + 1 vecteurs (ou plus) est liée.

Théoréme 5 .

Supposons que E est un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit F une famille & n éléments de E. Alors
les trois propositions suivantes sont équivalentes :

i. F est libre.
ii. F est génératrice.

ili. F est une base.



Lycée INNEEEE EEEEENE - MPSI Année 2020-2021 — Cours et compléments

II.2 Rang d’une famille de vecteurs
Définition 4 .
Soit F une famille finie de vecteurs de E. On appelle rang de F et on note rg(F) la dimension de Vect (F).

rg := dim o Vect

Remarque 5
Le TBE se reformule comme suit : le rang de F est le cardinal maximal d’une sous-famille libre de F.

Définition 5 : Opérations élémentaires sur une famille de vecteurs.

Soit F = (uq, ..., Un) une famille finie de vecteurs de E.
On appelle opérations élémentaires sur les vecteurs de la famille F les opérations suivantes :

1. Echanger deux vecteurs de la famille.
2. Ajouter a un vecteur u; de 7 un multiple d'un autre vecteur u; de F.

3. Multiplier un vecteur u; de F par une constante non nulle.

Proposition 2.

Soit F = (uy, ..., Up,) une famille finie de vecteurs de E. Toute famille G obtenue & partir de F par opérations
élémentaires, et en enlevant le vecteur nul lorsqu’il se présente, a le méme rang que F.

I1.3 Lien avec le rang d’une matrice

Remarque 6 : Cas EF =KP.

Si E = KP? alors le rang de la famille (uq,...,u,) est le rang (par colonnes) de la matrice < Ur - Ug ) € M, (K).

C’est un coroll?%lr%grs}né%(%%‘% éjl? la proposition précédente. Remarque 7

Si dim(E) = p et que B est une base quelconque de E alors le rang de la famille (uq,. .., u,) est le rang (par colonnes)

| |
de la matrice ( Uy - Ug )

| 5 | 5
Définition 6 .

Supposons que E soit de dimension finie p. Soit B une base de E. Soit F = (uq, ..., uq) une famille finie de

| |
vecteurs de E. On appelle matrice de .F dans B la matrice ( Uy o0 Ug )
s s

III Applications

ITI.1 Suites récurrentes linéaires doubles

Notation 1 Dans la suite, pour (a,b) € K2, on note S, = {(un)neN €KY, Vn eN, uny2 = ating1 + bun}~
(Notation maison et conjoncturelle, c’est juste pour ne pas le réécrire a chaque fois.)

Proposition 3 .
Soit (a,b) € K2. Alors S, est un plan vectoriel.

Définition 7 .

On appelle polynome caractéristique d'une suite de S, le polynéme P, , = X2 —aX — b.

Théoréme 6 : Cas de deux racines..

Sion a A # 0 alors, en notant r; et 7 les deux racines distinctes dans K de P, 3, on a

Sap = {()\r’f + ,urg)NEN, (2) € ]KQ} .
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Théoreme 7 : Cas d’une racine double..

Sion a A = 0 alors, en notant 79 I'unique racine double de P, , on a :

Sap = {()\rg + ,u?”m“gfl)neN7 (2) € K2}

n—1

(en convenant que le premier terme de la suite (nr est nul, y compris pour 7 = 0).

neN

Théoreme 8 : Cas sans racine..
On suppose ici K=R.

Si on a A < 0 alors, en notant re'? et re~1 les deux racines complexes conjuguées de P,p,on a:

Sap = {(r” (A cos(nf) + ,usin(né?)))neN, (;\L) € Kz}

I11.2 Polynémes de Lagrange

Théoreme-définition 9 .

La famille £ = (Lo, ..., L,) est une base de K,,[X]. On I’appelle base de Lagrange associée & ag, ..., Gp.
Les polynémes Ly, ..., L, s’appellent les polynomes de Lagrange associés a ag, . . . , Gp.
Remarque 8 Pl(ao)
| P(al)
Décomposer dans la base de Lagrange est trop simple! En effet, pour tout polynome P € K,[X]ona P = :
» P(a
in)

Remarque 9
e [’approximation lagrangienne est donc concurrente de 'approximation taylorienne. Elle est localement moins
précise mais permet de controler I’erreur globale.

e L’approximation lagrangienne donne naturellement lieu a des méthodes d’intégration numérique (le cas n = 0

correspond a la méthode des rectangles et le cas n = 1 a la méthode des trapézes).

II1.3 Base de Taylor

Théoréme 10 .
Soit a € K.

(1, X —a,(X —a)?,....(X—a)") =T
est une base de K,[X].

Remarque 10

C’est un corollaire du TRI .
En effet c’est libre et pour tout polynéme P € R, [X], en notant f =z — P(x)
On a

Vz € R, f(z) — T, (x) /1 (x;i!t)nf(”“)(t) dt
0

car f € C"([a, z],R)
DochwER,f(l‘):f(a)+f/(a)(37_a)+"'+f(n)(gc;7(!l)n

1. Taylor avec reste intégral
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Donc

Fm@

P=f@)+ f@(X )+ 4 I (X )"

n!

Donc la famille est génératrice.

Or elle a le bon nombre de vecteurs, donc c’est une base et
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FAMILLES REMARQUABLES D’UN ESPACE VECTORIEL

Remarque 1

Pas un sev par exemple : R_,[X] U {0} car X" — 1 — X" ¢ R_,[X] U {0}

Remarque 2

Pas un sev par exemple : R, [X]U {0} car X" —1— X" ¢ R_,[X]U {0}

I Familles et combinaisons linéaires

1.1 Familles
Définition 1 : Rappel.
Une famille F = (v;);cr est la donnée, pour tout élément ¢ de I’ensemble d’indices I, d’un vecteur v; € E,

i.e. une application F : [ — FE.

1.2 Sous-familles

Définition 2 :  Sous-famille.
Soit F une famille. On appelle sous-famille de F = (v;),.; une famille obtenue en < retirant certains vecteurs
a F >, c'est-a-dire une famille de la forme (v;),.; avec J C I.

1.3 Combinaisons linéaires
Définition 3 : Rappel.

On appelle combinaison linéaire des vecteurs d'une famille 7 = (v;),.; toute expression de la forme suivante :
@104, + Qv;, + -+ - + a,v;,. ou les ay sont des scalaires et les i des éléments de I.

Remarque 3
Conséquence des deux identifications précédentes : une CL de (vy, ..., v,) est toujours de la forme A v+ gvot- - - +A, vy

Remarque 4

A toute partie P C E, on peut canoniquement associer une famille : la famille (v),ecp. On peut donc sans difficulté
parler de CL des vecteurs d’une partie de E. On retrouve alors la notion vue dans le chapitre précédent. En particulier,

on peut parler du sous-espace vectoriel engendré par une famille.

II Familles remarquables

II.1 Liberté
Définition 4 .
Etant donnée une famille F de vecteurs de E, on appelle CL triviale des vecteurs de F la CL obtenue en
prenant tous les o nuls. La CL triviale est nulle, au sens ou elle s’évalue en Og, le vecteur nul de E. C’est une
N (al) e K
CL (a1x1 + -+ - + agxy) ou
(zy kTk) {(xi)eE
Définition &5 :  Liberté.
Une famille est dite libre lorsque sa seule CL nulle est la CL triviale. Dans le cas contraire, elle est dite liée.
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Remarque 5

ai,...,a) € KF

Pour tout (a1 k) X tels que ayx1 +---+agxy =0alors vy =ag =---=a; =0
(z1,...,2,) € E

Pour montrer qu’une famille est liée I(aq,...,ax) non tous nuls, I(zq,...,zx) tel que

o121 + -+ ogxr = 0.
Remarque 6

Par définition, une sous-famille d’une famille libre est libre. En contraposant, on obtient que si F a une sous-famille
liée, alors F est liée. Par contre, une sous-famille d’une famille liée peut trés bien étre libre.

Soient (ji,...,jx) € J. Soient (aq,...,ax) € KF et (zj,,...,2;) € E* tels que a1, z;, + -+ agwj, = 0.

On a J C I, donc (j1,...,jk) C I. Comme (zy)rer est libre.

Donc a3 = --- = a, = 0 Done (x)ges est libre.

/1\ Une surfamille d’une famille liée est liée mais une sous-famille d’une famille liée peut étre libre!

Par exemple, (e1, eq, e3) est libre mais (e1, ea, e2,€1) est lice Remarque 7

La liberté est une notion intrinséque, elle ne dépend pas de F.

Par exemple, la famille ( f ,\) rer €St aussi libre vue comme famille de vecteurs de RE.

Définition 6 .
On dit que deux vecteurs u et v de E sont colinéaires, et on note u // v, lorsqu’on a :
dk € K,u = kv ou dk € K, v = ku.

Remarque 8
0. La famille () est libre. TRIV I A L

1. Pour u € F, la famille (u) est libre si et seulement si on a u # 0.

2. Pour (u,v) € E?, la famille (u, v) est libre si et seulement si u et v sont non colinéaires.

I1.2 Caractére générateur

Définition 7 .

Une famille F de vecteurs de E est dite génératrice de E lorsque tout vecteur de E peut s’écrire comme CL
des vecteurs de F.

Remarque 9
La notion de famille génératrice n’est pas une notion intrinséque, elle dépend de E.
Plus précisément, « F est génératrice de E' » peut se reformuler « E = Vect (F) ». En particulier, toute famille F est

toujours génératrice d’'un K-ev : le K-ev Vect (F)! Remarque 10

Toute famille F est génératrice de Vect (F)

I1.3 Bases

Définition 8 .

On dit d’une famille B de vecteurs de E que c’est une base de E lorsque tout vecteur de E peut s’écrire de
facon unique comme CL des vecteurs de B.

Proposition 1: Reformulation de la définition.
Une famille B de vecteurs de E est une base si et seulement si elle est libre et génératrice de E.

Définition @ :  (informelle).

Lorsqu’'un espace vectoriel F est livré en kit avec une base, c’est-a-dire lorsque les vecteurs de cet espace sont,
par définition, des CL uniques des vecteurs d’une famille C, cette famille est une base de E et on 'appelle la
base canonique de E.
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Remarque 11

((1,0,...,0,...),(0,1,0,...),...) est une base de I'espace vectoriel des suites de la forme (ug,u1,us, ..., un,,0,0,0,...)

ie {suites qui stationnent sur 0} Remarque 12

A Taide de la remarque 7?7, on peut reformuler la définition 5 du chapitre précédent :

1. Une droite (vectorielle) est un sev de E ayant une base formée d’un seul vecteur.

2. Un plan (vectoriel) est un sev de E ayant une base formée de deux vecteurs.

I1.4 Bases adaptées
Définition 10.

Etant données deux familles F = (u;)ics et G = (v;)jes, on notera (notation maison) F U G la famille
obtenue en concaténant F et G, qu'on peut, par exemple, formellement définir par F UG = (wg)kerx oU

_ _J wu; sik est de la forme (7,0)
M= o0 J L i i = { vj si k est de la forme (j,1).



Def. 1: trou
A1(X)Ba(X) = A2(X)B1(X)
Prop-Def. 2: Dem.

Existance Soit 4 € K[X]
Notons D := AA B

| Sl

Puis ¢ -
D

D
Par homogénéité de PGCD :

ANB=1
On note pu le coefficient dominant de B puis
A
P=—
7
B
Q="
I

PAQ=1

: P_A_ A

On a bien 0=%5=5
(Q unitaire

Unicité Supposons avoir deux formes irréductibles

A_bH_ b
B Q1 @
donc PlQQ = PQQl
On a
Q1 |P1Q>
PAQ =1
donc Q1]Q2 d’apres le lemme de Gauss
Q21Q1 de méme

Or @1, Q2 sont unitaires donc Q1 = Q-
En réinjectant et par intégrité P, = P»

Exercice 1
P'AP =1 <= P unitaire et toutes ses racines sont simples

Prop-Def. 3 dem. L’indépendance au représentant choisi



olQ

Prop-Def. 5 dem. Soit F' = % =
e AxD=CxB

On veut montrer

A'B-AB" C'D-D'C
B2 - D2
< D*(A'B-B'A)=B*(C'D-D'C)
<= A'BD? - ADB'D = C'B*DB — CD'B?
<= A'BD? - BCB'D =C'BDB - ADD'B
<= BD(A'D - CB')=BD(C'B - AD’)
<~ AD-CB =C'B—-AD'
<= A'D+ AD'=C'B+CB’
< (AD) = (BCY

C’est vrai, ouf!!!

Exemple 1

aX +b
cX +d

Exemple 2: Trou juste avant

F' <degF -1

Exemple 2

cX +d (cX + d)?
_ad—bc
(X +d)?
=9

. (aX+b>/ _ a(eX +d) —e(aX +b)

Def. 7: Reformulation, trous
1. X n’est ni un zéro ni un podle.
2. X est un zéro de multiplicité a — b

3. A est pole de multiplicité b — a

Remgq. 5: Trou les zéros de %



Prop-Def. 9: Dem. D’apres le théoreme de division euclidienne

A =BQ+R
MQ,R), {Q €K[X]
R € KdegB—l[X]
F =Q+ 4%
= QK. {Q KX
deg R < degB
F =Q+G
K[X
— 3@, R), @ € KIX]
deg(BG) —degB <0
—_—
deg G
. : ; X3+y2x
Ezxemple: partie polynomiale de %
X3+2X+1 ] X2-1
X3 -X X
3X+1
X34+2X+1 L3X 1
X2—-1 =~ X2 +1

partie polynomiale

Thm. 2 SiB=p(X — A1) - (X — \,) alors il existe @ unique et (aq,

Qg Qo

X-n T XN,

A
597

A

et @ est la partie polynomiale de &

...,y ) uniques tels que

Thm. 2: Dem. D’apres le théoreme de division euclidienne, il suffit de montrer que

aq
R a7
VR € Rueg p_1[X], 3 eK", = N
deg B 1[ ] B X _ )\1 +
Qn
E =K"
Notons ¢ F = & Kaeg B—1[X]
—_————
polynémes de degré < deg B
E — F
g
¢ : [ Qn
oy Tt 3o,
an
On a




dlm (KdegB—l[X]) =n
1
— dim (BKdegB—l[X]> =n

et dimK"” =n

¢ est linéaire par distributivité de - sur +
Par caractérisation des isomorphismes en dimension finie:

¢ bijective <= ¢ injective

a1
(0%} [67%
Ker ¢ = : K" i, -0
er ¢ : S "X + X n
Qp
OI' (XE)\17 XEA27 ey XEA,L) est lib’/‘@
Donc Ker ¢ = {0} donc ¢ est bijective
q a7
i.e.V% eF, 3| 1 |eK, o 1 | = %
an, an,
aq
i.e.VRERdengl[XL ! e K", %:Xafl)\]—'—...—’—x(in)\n
a?i
Exemple DES de m
1 aX+p8 X +6

(X2 +1)(X24+4) X2+1 X244

Passons par C(X)

1 _a n b n c n d
(X24+1)(X24+4) X—i X+i X—-2i X+2

1 7
e X —i)(... X —i =—— X =i
(X—i—i)(X—i)aJr( (.. x( i)a 5 = i
b:E:% par unicité de la DES

1 7
X —i)(... X —2i = — X =2
r ez tEO6) X (X =2a 2 !
b:E:—ll—2 par unicité de la DES

En regroupant chaque pole avec son conjugué:



1 _1 1 1 +i 1 1
(X2+1)(X2+4) 6\X+i X—i 12\ X -2 X+2i

12 N 1 —4
T6X241 12X2+44
1/3 1/3

T X211 X244

Thm. 3: Dem.

T

P=p]Jx—x)m™

i=1

deg P = i Mg
k=1

P =
En général:

/
ul"'“'i—l'“i'ui+1"'un

PO
’:]:
&g
\’/\
Il
M-

r

Pr=p ) (X = A)™ XX (X = X)) ™ x (X = A)™) % (X = Xign) ™+ X (X = )™

k=1
P (X =)™ X (X = A )™ X m X (X = Ma)™ X x (X =A™
P o — (X — )\1)m1 X ... X (X — )\ifl)mlfl X (X — )\Z)Wh X (X — )\¢+1)mi+1 X ... X (X — )\r>mT
_ Z mi
B X -\

~
Il
iR

App. 7 Cherchons les solutions non nulles
Notons n := deg P

PP < 3QeR[X], P=P' xQ
< IQ eRX], P=P' xQ pour des raisons de degré

/

1
< NER, P=P x —(X-)) pour des raisons de coefficient dominant < I\ € R, =
n

<— INER,P=puX-AN)"

n
X =
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LIMITES D’UNE FONCTION.

Contexte : dans tout le chapitre
e [ désigne une réunion d’intervalles non triviaux, par exemple [1,2[ ou R* ou Dy, ;
e f: I — R désigne une application de I dans R;
e ¢ désigne un point adhérent a 1.

La notion de point adhérent est présentée dans la partie I.1., mais pour une réunion d’intervalles non triviaux on peut
simplement dire qu’un point adhérent & I est ou bien un élément de I ou bien une extrémité de I.

Par exemple I'ensemble des points adhérents a | — 1, 2]U]3, +oo[ est [—1,2] U [3, +o0].

I Voisinages

I.1 Deéfinition
Définition 1: Voisinage.
Soit a € R.
1. Si @ € R, on appelle voisinage de « tout ensemble V, vérifiant Je > 0, Ja — e, + €[C V.
2. Si & = +00, on appelle voisinage de a tout ensemble V. o, vérifiant 3A € R, |A, +00[C Vico-

3. Si @ = —o0, on appelle voisinage de a tout ensemble V_, vérifiant 3B € R, | — 00, B[C V_q.

Notation 1 Pour écrire des énoncés formels portant sur les voisinages, notons Va I’ensemble des voisinages de a.

Définition 2 : Point adhérent.

On dit que @ € R est un point adhérent & I lorsque tout voisinage de a rencontre I.

Autrement dit : pour tout voisinage V, de a, on a V, N T # (.

On note I 'ensemble des points adhérents & 1.
1.2 Propriétés des voisinages

Remarque 1

Une partie P C R est voisinage de chacun de ses éléments si et seulement si ..........cccceeevvniiiiiiiiininiiiinn.

Proposition 1 : Intersection.

Pour tout a € R, l'intersection de deux voisinages de « est un voisinage de a.

Proposition 2 :  Séparation.
Soient o # 3 deux éléments distincts de R.

Alors il existe un voisinage V, de « et un voisinage V de 3 tels que V, N Vg = 0.

1.3 Propriétés locales

Définition 3 .

On dit qu’une propriété P(f) portant sur f est vraie au voisinage de a lorsqu’il existe un voisinage de a sur
lequel la propriété est vraie, i.e. pour lequel P(f)y, ) est vraie.

Définition 4 .
On dit que f atteint un extremum local (maximum local ou minimum local) en g € I lorsqu’il existe un
voisinage de xg sur lequel f(xg) est un extremum (maximum ou minimum) de f.
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IT Limites

II.1 Définition
Définition 5 .

On dit que f a pour limite £ en a et on note f — £ ou f(x) — ¥ lorsque la propriété suivante est vérifiée :
a r—ra

pour tout voisinage Vp de ¢, il existe un voisinage V, de a tel que Vo € INV,, f(z) € V4.

Remarque 2
Cette définition est la définition francophone de la limite. En particulier, si f est définie en a (i.e. a € I et pas
seulement a € I) et que f — £, alors nécessairement ¢ = f(a) (la réciproque étant fausse).

a

1siz=0

0 sinon n’a pas de limite en 0. On verra plus bas la version anglophone.

Par exemple 'application X{o} =z {

Dessin :

Théoréeme 1 : Unicité de la limite.

Si f a une limite en a alors cette limite est unique, on la note alors lim f ou lim f(a).
a r—a

Notation 2 Sous réserve d’existence, on notera donc lim f ou lim f(x) Punique limite de f en a.
a r—ra

Définition 6 :  Limites & gauche, a droite.

1. Ondit que f a pour limite a gauche £ en a et onnote f — £ou f(x) — florsqu'on a fj;nj—oc,a[ — ¢-
a— r—a— a

2. On dit que f a pour limite & droite £ en a et on note f — Lou f(x) — £ lorsqu’on a firnja,+oo[ — £-
a r—a a

Notation 3 L’unicité de la limite implique 'unicité des limites a gauche et a droite. Sous réserve d’existence, on

notera donc ¢ =lim f ou £ = lim f(z) pour f — £;et £ = liriaf oul = lim+ f(z) pour f — L.
a— r—a— a— a r—a a

Proposition 3 :  Lien avec les limites.

On a deux cas :
1. Sia¢ I, alors: f—/{ < f—_>€etf—+>€.

2. Siael,alors: [f—/{ < f—jZetf—:fetf(a)zﬂ.

Remarque 3

. . . . . . lsiz= .
Si le second point vous perturbe (sait-on jamais) et que vous auriez voulu que Y oy =T~ { 0 Zn:f)n 0 ait une

limite en 0, c’est que vous avez en téte la version anglo-saxonne de la définition de la limite. Avec le vocabulaire

francophone, on parle de limite épointée : f a pour limite épointée £ en a lorsque fip\(q) — ¢
a

Evidemment, dans le cas ot a ¢ I, limite et limite épointée coincident.

I1.2 Critéres d’existence de limite
Théoréme 2 .

Si f a une limite finie en a, alors f est bornée au voisinage de a.
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Theoréme 3 : TLM, version fonctions.
Soient f € R! croissante et a € I. Alors :
i. Si f est définie a gauche en a, l‘ilr_n [ existe.
ii. Si f est définie a droite en a, liglf existe.
iii. Toutes les inégalités suivantes sont vraies lorsqu’elles ont un sens : l(izr_n f< fla) < 13111 f.

Enoncé analogue pour f décroissante.

Remarque 4
Pour le troisiéme point, si par exemple la fonction est définie au voisinage de a sauf en @, on a seulement lim f < lir+n f-
a— a

Si la fonction est définie a droite de a et en a, mais pas a gauche de a, on a seulement f(a) < 1i111 f. Etc.
a

Théoreme 4 : TDG, version fonctions.

Soient f, g, h trois fonctions comme la fonction f du préambule.

f < g < h au voisinage de a
a. Convergence par encadrement : supposons § 5 (R, | leth ¢ Alors g — /.
) . a
a a

f < g au voisinage de a

f —s +oo. Alors g — +00.
a

b. Divergence par minoration : supposons {

< h au voisinage de a
— —O0Q.

a

Divergence par majoration : supposons { "Z Alors g — —oc.
a
II.3 Opérations sur les limites
Théoréeme 5: Opérations algébriques sur les limites.
Soient f, g comme dans le préambule; 1,0, € R; et 00 € {+,—, x, =}
Supposons qu’on ait f — 1, qu'on ait g — ¢35, et que ¢100¢5 ait un sens.
a a

Alors fOg — ¢10045.

Théoreme 6 : Compositions de limites. .
: T - - = [ fiIsJ lim f =b

Soient I et J deux réunions d’intervalles non triviaux, a € I, b € J et { , telles que 2

g:J—=R hin g=c

Alors limgo f = c.
a

Remarque 5

On voit 1a la grande force de la version francophone de la limite. Pour obtenir une version de ce théoréme qui reste

vraie avec la version anglophone, il faut se contorsionner.

II.4 Caractérisation séquentielle de la limite et applications

Théoreme 7 : Caractérisation sequentielle de la limife.
Les propositions suivantes sont équivalentes :
i f—¢;
a
ii. Y(up)en € IV, up = a = fluy) — L.
Remarque 6

En utilisant la caractérisation séquentielle de la limite, on peut redémontrer les théorémes précédents (opérations algé-

briques, composition, TdG, et méme TLM) plus facilement qu’a I'aide de la définition!

Théoreme 8 : Stabilité des inégalités larges par passage a la limite.
Si f < g au voisinage de a et qu’on a f — {1 et g — {5 alors {1 < {s.
a a
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FONCTIONS "MIEUX QUE DE’RIVABLES”.I

Contexte : dans tout le chapitre

e [ désigne une réunion d’intervalles non triviaux;

e f désigne une application de I dans R, sauf mention du contraire.

I Dérivées d’ordre supérieur

I.1 Deéfinitions
Définition 1 .
1. f est dite n fois dérivable lorsque f', f”, ..., f(") existent;
2. f est dite n fois contintiment dérivable lorsque f, f”, ..., f(™ existent et f(™ est continue;

3. f est dite indéfiniment dérivable lorsque pour tout entier k € N, f(¥) existe.

Notation 1
1. Pour n > 1, on note D"(I,R) I’ensemble des fonctions n fois dérivables de I dans R;
2. pour n € N, on note C"(I,R) I'ensemble des fonctions n fois contintiment dérivables de I dans R;

3. on note C*°(I,R) I'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables de I dans R.

Remarque 1
e Pourn e NonaC"(I,R)={f', feC"™(I,R)}et,sin>1,D"(I,R)={f, f € D" (I,R)}.
e La tradition veut qu’on note D°(I, R) 'ensemble {f’, fepi(l, R)} des fonctions de I dans R qui sont des dérivées.

1.2 Structure

I.3 Prolongement C"

Théoreme 1 : propriétés de la n-dérivation.

Soient n € N et f,g € D*(I,R). Alors on a :
1. Linéarité : V(X p) € R2, Af + ug € D*(I,R) et (\f + pg)™ = Af + pg™

2. Leibniz : fg € D*(I,R) et (fg)™ = 3 (})f®gn=h);
k=0

3. Fad di Bruno }ght per i bambini : V(a, 8) €R?, z +— f(az+B)eD™(I,R) et (m — f(az+ 6))(k) =z~
o™ f oz + B).

Plus généralement :
4. Vf e D*(I,J), Vg € D*(J,R), go f € D"(I,R);
5. Soit f € D"(I,J) bijective telle que f’ ne s’annule pas, alors f~* € D*(J,I) (pour I un intervalle).
Remarque : si on suppose plutot f,g € C*(I,R), alors il en va de méme pour \f + ug, fg, v — f(ax+3), fogou f~1.

DEMONSTRATION. Le point 2. a déja été démontré, les autres s’obtiennent par récurrence : exercice. (]
Application 1 D"(I,R), C*(I,R) et C>(I,R) sont des sous-algébres de (R, +, x, ).

On a déja vu beaucoup d’applications de la formule de Leibniz donc on n’y revient pas ici.

Théoréme 2 : théoréme de prolongement C" .

Soit a € I et f € C"(I\ {a},R). On suppose qu’il existe n+1 réels £y, ..., £, tels que
Alors f est prolongeable par continuité sur I et son prolongement est C"(I,R).

En notant encore f ce prolongement, on a f(a) =y, f'(a) = {1, ..., f™(a) = £,. ra
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II Formules de Taylor

II.1 Contexte
Définition 2 .
Soient a € I et f € D"(I,R).

1. On appelle polynome de Taylor de f en a a ’ordre n le polynome

f"(a)

f™(a)

Tu(X) = f(&) + f(@)(X —a) + 5= (X —a)* + ...+ == (X —a)".
2. On appelle reste de Taylor de f en a a I'ordre n 'application
/ f"(a) 2 F™(a) n
Ry =20 () = Ta(@) =2 = f(2) — (@) = F@)e—0) - L2 @ —ap - .. - LD —a)

I1.2 Taylor avec reste intégral

Théoreme 3 : Formule de Taylor avec reste intégral.
Soient n € N, a € R, z € R et f € C"([a,z],R) (ou C""1([z,a],R)). Alors on a

Rn(z) = /z ﬂf("“>(zt) dt  ie.

n!

g
—
8
~—
Il

2 n! n!

f@+F@e-a+ LD _apy . L@ gy / @2 fn ) gt

Remarque 2

L’égalité de Taylor avec reste intégral généralise donc le théoréme fondamental de I’analyse.

II.3 Taylor Lagrange

Théoreme 4 : Inégalité de Taylor-Lagrange.
Soient n € N, a € R, z € Ret f € C"([a,z],R) (ou C"T!([z,a],R)).

Al | Ru(@)] = T (@) < 2=
Ors on a : ) n(z)‘ = ‘f(x) - n(x)‘ S W[S;lf]

f<n+1>‘

I1.4 Taylor-Young
Lemme 1 : «/0 (™) =0 (m”“) »,

Soient n € N et € R. On a alors : / 0, (t") dt = o, (z"1)
0

Théoréeme 5 : Taylor-Young.
Soient n € N, a € R, x € Ret f € C"([a,z],R) (ou C"([z,a],R)). Alors on a

f@) = Tu(x)+o,((z—a)")

(g
= f(a)—i—f’(a)(x—a)—l—f f(a)

n!

(x—a)’+...+

(z—a)" +o, ((x—a)")
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I1.5 Développements limités

Définition 3 :  (rappel).

On appelle développement limité (DL) de f un développement asymptotique de f formé de mondmes.

Plus précisément, pour a € I, on peut définir un DL, (a) de f comme suit :
e sia=0, un DL,(0) de f est une réécriture de la forme f(z) = ap + a1z + -+ - + apz™ + o(a™);
e sia € R,un DL,(a) de f est une réécriture de la forme f(z) = ag+ai(z—a)+ - -+an(z—a)"+o((z—a)") ;

e si a = +o00, un DL,(£0o0) de f est une réécriture de la forme f(x) = ag + L +--- + 22 + o(zin).

Remarque 3

Un DL n’existe pas toujours. Par exemple, pour a € I, et pour résumer ce qu'on a vu précédemment :
1. f continue en a < f aun DLy(a);
2. f dérivable en a < f aun DL;(a);
3. f C™ au voisinage de a = f a un DL,(a).

Ainsi ¢ — |z| n’a de DL, (0) pour aucune valeurs de n; z — |z| n’a de DL, (0) que pour n = 0, etc. Remarque 4

Attention, Taylor-Young donne seulement une condition suffisante d’existence de DL. Exemple :
r?sind siz#0
flx) = { S
0 sinon
n’est pas C! mais elle a un DL1(0) car elle est dérivable :
f(z) =040z + o(x)

Plus généralement, on montre de méme que :

foa) = {:17"+1 sin L sixz#0

:ET
0 sinon

n’est pas C! (donc pas C") mais elle a un DL, (0) :
Pour = # 0, f, est dérivable en x et

1

o

£.(@) = (n+1)2" sin min T cos

1 1
= (n+1)a"sin s + —ncos —
—_— —— ——

—0 — PDL
z—0 x—0

D’ou f] n’a pas de limite.

De plus,
/ 1
£3(0) = Tim 7.4(0)

= I Sln o

—0
Enfin,

fa(z) =040z + 02 + - -+ + 02" + o(z™) = o(z™)

Theoréme 6.

Pour tout a € I et tout n € N, un DL, (a) de f est toujours unique.
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Corollaire T .
Supposons que f a un DL, (0).
1. Si f est paire, alors le DL, (0) de f est pair.
2. Si f est impaire, alors le DL, (0) de f est impair.

Théoreme 7.
On peut intégrer un DL, (a).

IIT Bilan des inclusions rencontrées

IV Extension aux fonctions a valeurs dans C ou R”
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K[X]

Contexte : dans ce chapitre, K désigne un sous-corps de C (mais en pratique on prendra K = R ou K = C).

Objectifs du chapitre :
— Définir rigoureusement les objets rencontrés en TACMAS.
— Démontrer les théorémes admis en TACMAS.

— Décrire arithmétique de K[X].

I Construction. Structure.

I.1  Algébre K[X]
Définition T .
e On appelle indéterminée la lettre X.
e On appelle polynome en X a coefficients dans K toute combinaison linéaire formelle de puissances de
I'indéterminée X.

e On appelle monoéme tout polynoéme de la forme a, X™.
Deéfinition 2 .
On appelle degré de P ’élément de N U {—oo} suivant : deg(P) = sup {i, a; # 0}.
R

Ainsi un polynéme est nul si et seulement si son degré est —co et, si a,, # 0, alors deg(ap+a1 X+ - -+a, X™) = n.

Notation 1
e On note K[X] 'ensemble de tous les polynomes a coefficients dans K.

e On note K,,[X] l'ensemble des polynomes a coefficients dans K de degré < n.

Remarque 1
+oo

On peut donc agréablement noter un polynéme Z ap X, ou la suite (ar)ken est nulle & partir d’un certain rang (on
k=0
dit aussi qu’elle est presque nulle). Le polynéme nul correspond alors a la suite (ax)ken telle que ar, = 0 pour tout k& € N.

Théoreme 1: Identification.
Deux polynomes sont égaux si et seulement si les suites presque nulles (ag)gen et (bg)ren sont identiques.
Dit autrement : P = Q < Vk € N, aj = bg.

I.2 Structure d’algébre
Définition 3 .

On définit une loi de composition interne + sur K[X] de la maniére suivante :

+oo “+o0
si P = Z apX¥ et Q = Z b X* sont deux éléments de K[X], on note P + Q le polynéme :
k=0 k=0

P+Q=(ap+by)+ (a1 +b1)X + -+ (an +by) X™.

Proposition 1 .

(K[X], +) forme un groupe de neutre le polynéme nul.
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Remarque 2

‘II{ K[X] - K est un morphisme de groupe
"l P=ag+au X+ +a, X" — (ag,a1, *,a,,0,0,...,0,...) P groupe.

Im(¥) = KM (les suites presque nulles). La corestriction ¥ : K[X] — K™ est un isomorphisme de groupe.

Définition 4 .
+oo

par :si P = Zaka alors
k=0

K x K[X]

— K[X]
ANP) = A

On définit une loi de composition externe - : { p

AP =(Aag) + (Aa)) X + -+ (Aa,) X"

Proposition 2.
(K[X],+, ) est un K-espace vectoriel.

Remarque 3
T { K[X] — K®

"l P=ay+--+a, X" — (ap," " ,0,,0,...,0,...)
Remarque 4

est un isomorphisme de K-ev.

e Par définition, K[X] a une base canonique : (1, X, X2 ... X" ...).

e K, [X] est clairement un sev de K[X] qui a aussi une base canonique : (1, X, X?2,..., X™).
Définition 5 .

Soit P = arX" et Q= b;X7.
k=0

= 7=0
n+m k
On définit le polynéme noté P x @Q par : P x Q = Z e X" avec ¢, = > oaibj = arbp_y.
k=0 i+j=k r=0

Notation 2 Pour un polynéme P quelconque, on note évidemment P? = P x P, P? = P? x P, etc.

Théoréme 2 .

(K[X], 4+, x) est un anneau commutatif, d’élément unité le polynéme constant 1.

Corollaire 1: Structure de K-algebre.
(K[X],+, X, -) forme une K-algebre.

Remarque 5

K,,[X] n’est pas un sous-anneau de K[X] pour n > 1!

Proposition 3 .

L’anneau K[X] est integre, ¢’est-a-dire qu'un produit de deux polynomes est nul si et seulement si un des deux
facteurs est nul.

1.3 Applications polynomiales

Définition 6 .

d
Soit (A,+, ><,~) une K-algebre. Pour tout polynome P = ZakX ¥ de K[X] on peut considérer
k=0 A — A
e . s . s . =a d
I’application polynomiale associée a P dans 4, simplement définie par : P A Z ap A
k=0

la somme et les multiplications considérées dans cette expression étant celles de 1'algebre A.
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Théoreme 3 : Lien polynébme/application polynomiale.

Si A # {0} alors P — P est un morphisme d’algebres injectif, c’est-a-dire :
1. V(P,Q) e K[X]2, V(A ) € K2AP + Q™ = AP" + uQ” (linéarité);
2. V(P,Q) € K[X]?, rPQ" =rP" Q" (préservation des produits) ;
3. V(P,Q) e K[X]2, P" = Q" = P = Q (injectivitg).

Remarque 6
On a vu dans le corollaire 1 que (K[X], 4+, X, ) est justement une K-algebre.
A tout polynéme P, on peut donc associer une application P K[X] — K[X]! Remarque 7
On a donc toujours : P(X) = P!
Définition 7 .
400

Soient P = Zaka et @ € K[X].
k=0

+oo
On définit le polynéme composé P o @), noté parfois simplement P(Q), par : Po @Q = P (Q) = Z axQF.
k=0

1.4 Dérivation des polynémes
Définition 8 .

d
Soit P = ar X" € K[X].

k=0
d d—1
On appelle polynéme dérivé de P le polynéome P’ = Z agkX®1ie P = Z(k + 1app1 X",
k=1 k=0

Théoreme 4 : Propriétés de la dérivation.

e P — P’ est linéaire, donc P — P(™ est linéaire ;
* Y(P,Q) €K[X], (PQ)' = P'Q+ PQ', donc ¥(P,Q) € K[X], (PQ)™ = ¥ (3)PWQH);
k=0
e V(P,Q) € K[X], (PoQ)' = Q' x P'oQ, donc VP € K[X], ¥(a, B) € K2, P™(aX+B) = a"P™ (a X +B).
Théoreme 5 : Taylor pour les polynémes.

deg(P) p(k)
e En0: P(X)= P(0)

& K

deg(P) p(k)())

k

e En \: P(X+)\) = k.

k=0 k!
deg(P) p(k)

o En A (v2) : P(X) = PT(A) X — Ak
k=0 .

I.5 Propriétés du degré
Proposition 4 : Degré d’une deérivée.
Soit P un polynéme. Alors on a :

deg(P) — 1 si deg(P) > 1

—00 sinon.

o deg(P’) = {

deg(P) —n si deg(P) > n

—00 sinon.

e deg(P™) = {
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Théoréeme 6 : Degré d’une CL.

Soient P et () deux polynomes, A un scalaire. Alors on a :
1. deg(P + Q) < max(deg P,deg Q) ;
2. si deg(P) # deg(Q), alors deg(P + Q) = max(deg P,deg Q) ;
3. si A # 0, alors deg(AP) = deg(P).

Théoreme 7 : Degré d’un produit,
Soient P et @ deux polynomes. Alors on a : deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q).

Remarque 8
La proposition précédente montre a nouveau que K,,[X] n’est pas un sous-anneau de K[X] pour n > 1.

On peut aussi 'utiliser pour retrouver U'intégrité de K[X] en une demi-ligne!

Corollaire 2 : Degré d’une puissance.
Soit P un polynéme et n € N. Alors on a : deg(P™) = ndeg(P).

Théoréme 8 : Degré d’une composée.
Soient P un polynoéme et () un polyndéme non constant. Alors on a : deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q).

Remarque 9

Si () est constant il peut se produire qu’il soit une racine de P et dans ce cas on a Po @ = 0...

IT Racines

IT1.1 Division euclidienne

Théoreme 9 : Division euclidienne.

Soit (4, B) € K[X] x (K[X]\ {0}).

Alors il existe un unique couple (@, R) € K[X]? tel que : A = BQ + R et deg(R) < deg(B).

Proposition 5 :  Invariance par extension de corps.
Soit (4, B) € R[X] x (R[X]\ {0}) < en particulier on a (4, B) € C[X] x (C[X]\ {0}) )

Le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B sont les mémes pour la division euclidienne dans
C[X] que pour la division euclidienne dans R[X].

II.2 Racines

Proposition-Définition 9.

Soit P € K[X] et a € K. Sont équivalentes :
1. P(a) = 0.
2. Le polynéme (X — «) divise P.

On dit alors que « est une racine de P dans K.

Théoréeme 10 : trés important.
1. Un polynéme de degré n > 0 a au plus n racines.

2. Si P € K[X] a une infinité de racines alors P = 0.
3. Si P € K,[X] an+ 1 racines alors P = 0.

Définition 10.
Un polynome P de degré n est dit :
e scindé lorsqu’il peut s’écrire P(X) = an(X — A1) -+ (X — \p).

e scindé a racines simples lorsqu’il peut s’écrire P(X) = a,(X — A1) -+ (X — \,,) avec les \; distincts.
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Théoréme 11 : de d’Alembert-Gauss (rappel).
Tout polynéme de C[X] est scindé dans C.

I1.3 Relations coefficients-racines
Proposition 6 : Casn = 3.

Supposons az X3 + as X? + a1 X + ag scindé de racines Aj, Ao, A3. Alors :
42 — —()\1 + Ao +)\3>

a +()\1)\2 + A3 + )\2>\3)

2 — A\ A3

as

Théoreme 12: Cas général.
Supposons a, X"™ + --- + a1 X + ag scindé de racines A1, Ag, ..., Ay,.

On appelle k¢ expression symétrique élémentaire le scalaire o, = > Aig Ay o Ay
1<i1<ia< - <ip <N

Supposons a, X" + - -+ + a1 X + ag scindé de racines \1, \a, ... \,. Alors :

. a; ;
Pour tout 0 <i <nmona — = (=1)""to,_;
(79}

I1.4 Multiplicité

Proposition-Définition 11 : Racines multiples.
Soit P € K[X]\ {0}, @ € K et r € N. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
i. r=max{k € N\ {0}, (X — )" divise P}.
ii. On peut écrire P = (X — a)"Q avec Q(«) # 0.
iii. P(a)=0, P'(a)=0,..., P"V(a)=0et P"(a)#0.
Lorsqu’elles sont vérifiées, on dit que « est une racine de multiplicité r de P.

Pour r = 1 on parle de racine simple, pour r = 2 de racine double, pour » = 3 de racine triple, etc.

On parle de racine multiple des qu’on a r > 2.

Remarque 10

L’exercice CCINP n°85 consiste essentiellement en cette question de cours! Remarque 11

Avec la définition précédente, on peut donc dire que « est racine de multiplicité 0 de P si et seulement si ce n’est pas
une racine de P (c’est dans le programme). On peut aussi dire que tout scalaire est racine de multiplicité infinie du
polynéme nul. Remarque 12

Si P est un polynome admettant des racines distinctes «;, pour i € {1,..., s}, de multiplicités respectives r;, alors P
S

est divisible par (X — 1) (X —a2)™ ... (X —ay)™ = H(X —ay)".
i=1
Corollaire 3.
Soit n € N et P € K, [X].
1. P a au plus n racines comptées avec leur multiplicité.
2. P est scindé si et seulement si il a n racines comptées avec leur multiplicité.

3. Si P a au moins n + 1 racines comptées avec multiplicité, c’est le polynome nul.
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II.5 Racines complexes d’un polynéme de R[X]

Définition 12 .

Pour P € C[X], on appelle polynéme conjugué de P = ag+a1 X +az X% +---+a, X" le polynéme P défini
par P(X) =@ + @1 X + @X? + -+ @ X"

Remarque 13

La conjugaison étant un automorphisme de corps involutif sur C elle induit un automorphisme d’anneau involutif sur
C[X]. Elle est de plus compatible avec la dérivation et avec P — P.

IIT Arithmétique dans K[X]

II1.1 Divisibilité des polynémes

II1.2 Propriétés algébriques de la divisibilité
I11.3 PGCD

I11.4 Polynoémes premiers entre eux

Remarque 14 P = P < P € R[X]. C’est a ga que sert a la conjugaison des polyndémes.

Corollaire 4 .
Soit P € R[X] et a € C.
1. « racine de P < @ racine de P.

2. « racine de P de multiplicité k < @« racine de P de multiplicité k.

DEMONSTRATION. 1. 11 suffit de montrer I'implication directe par involutivité de la conjugaison.
Supposons P(a) =0. On a P € R[X] donc P = P.
On conjugue : P(a) =0 i.e. P(@) =0 i.e. P(@) = 0. Youpie.

2. 1l suffit de montrer 'implication directe par involutivité de la conjugaison.
« est racine de P de multiplicité k signifie que « est racine de P, P’, ..., P~ mais pas de P*).

On utilise le point 1. sur P, P’, ..., P~ et sa contraposée sur P,

Corollaire 5 .
Soit P € Ry, 41[X]. Alors P a une racine réelle.

DEMONSTRATION. D’aprés d’Alembert-Gauss, P a 2n + 1 racines complexes comptées avec multiplicité.
Or P est a coefficients réels donc ses racines vont par paires avec leur conjugué qui a la méme multiplicité.

Montrons que 'une est réelle par 'absurde : si ce n’était pas le cas on aurait un nombre pair de racines comptées avec
leur multiplicité. C’est une contradiction. O

On aurait aussi pu utiliser le TVI!

Lorsqu’on a un anneau, on a une arithmétique (qui consiste, essentiellement, en 1’étude de sa relation de divisibilité).
L’arithmétique d’un anneau dans lequelle on a un théoréme de division euclidienne est essentiellement la méme que
celle de Z : nous allons l'illustrer ici, en prenant notre sur cours sur Z et en le recopiant. Recopier, c’est le bien. Avec I'ordinateur

en plus ga va vite.
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Définition 13 .
On dit d’un polynéme B de K[X] qu’il divise un polynéme A de K[X], et on écrit B | A, lorsqu’il existe un
polynéme C' de K[X] vérifiant A = BC'. On dit alors de B qu’il est un diviseur de A, et de A qu’il est un
multiple de B.

Notation 3
e L’ensemble des multiples de P dans K[X] se note PK[X].

e On pourra, comme dans Z, noter D(P) I'ensemble des diviseurs de P.

Proposition 7 :  Inversibles de K[ X | . L’ensemble des inversibles de K[X] est K[X]* = K*

DEMONSTRATION. Si ¢ € K* alors c est inversible puisque son inverse est ¢~ *.

Soit P un polynome inversible et notons @ son inverse. On a PQ = 1 donc deg(PQ) = 0.
D’aprés la formule des degrés deg(P) + deg(Q) = 0. Donc deg(P) = deg(Q) = 0 et en particulier P € K*. O

Proposition 8 .
La relation de divisibilité sur K[X] est réflexive et transitive mais n’est pas antisymétrique.

Si on la restreint & ’ensemble U des polynomes unitaires de K[X], elle devient alors antisymétrique et est par
conséquent une relation d’ordre sur . Idem sur &/ U {0} si on ne veut pas se priver du polynéme nul.

DEMONSTRATION. o Réflexivité : soit P € K[X]. Onal e K[X] et P=1x P donc P | P.

e Transitivité : soient P,Q, R € K[X] et supposons P | Q et @ | R. Il existe donc S,T € K[X] tels que Q = PS et
R =QT, donc R= P(ST) et donc P | R.

e La relation de divisibilité n’est pas antisymétrique sur K[X] : 3X? | X2 et X? | 3X? mais X2 # 3X?2.

e Plagons-nous maintenant dans &/ U {0} : soit (P,Q) € (U U {O})2 et supposons P | Q et Q | P. Il existe S € K[X]
tel que @ = SP et il existe T' € K[X] tel que P = TQ. On en déduit P = STP et donc on a soit P = 0, soit
ST =1 par intégrité.

e Evidemment, restreindre une relation antisymétrique donne une relation antisymétrique, donc la divisibilité est
aussi un ordre sur U. 0

On retiendra donc que U joue dans K[X] le réle joué dans Z par N\ {0}.

Proposition-Définition 14 .

On dit de deux polynomes P et @ qu’ils sont associés lorsqu’une des propositions suivantes est vérifiées :
« P|Qet Q| P;
e il existe A € K* tel que P = \Q.

L’association est donc la relation d’équivalence canoniquement associée a la divisibilité. La multiplication par un scalaire
non nul joue dans K[X] le role joué par la multiplication par +1 dans Z. On retrouve bien que U joue dans K[X] le role
joué dans Z par N\ {0}. On voit en particulier que tout polynoéme non nul est associé & un unique polynéme unitaire.

DEMONSTRATION. Soit (P, Q) € K[X]? tels que P|Q et Q|P.

Ainsi il existe C' € K[X] tel que P = QS et T € K[X] tel que Q = PT.

On a en particulier les relations deg(P) = deg(Q)+deg(S) et deg(Q) = deg(P)+deg(T), dont on déduit en réinjectant :
deg(S) + deg(T) = 0. Et donc deg(S) = deg(T") = 0. Ainsi S est un polynéme constant non nul; en posant A = S, on
a bien P = \Q avec \ € K*.

A et + sont dans K[X] donc lol. O

Proposition 9.
La divisibilité est stable par :
e CL:siC|AetC|Balors C| AU + BV.

si A| B alors AC | BC';
si A|Bet P|Q alors AP | BQ.

e Puissances : sin € Net A | B alors A™ | B™.

e Produit : {
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DEMONSTRATION. Fastoche (recopier le cours sur Z). g

Proposition 10 .
La divisibilité est invariante par extension de corps : si P, @ € R[X] alors P | @ dans R[X] si et seulement
si P | @ dans C[X].

DEMONSTRATION. Immeédiat car il suffit d’utiliser le lien divisibilité/division euclidienne et I'invariance de la division
euclidienne par extension de corps. O

Définition 15.

Soient P et @ dans K[X].
1. On dit que D est un pged de P et @ lorsque c’est un plus grand diviseur de P et de @ (pour la divisibilité).
2. 1l existe un unique pged unitaire (ou nul), on Pappelle le pged et on le note PGCD(P, Q) ou P A Q.

Exercice 1. Reformuler cette définition.
— — D|Pet D|Q
— VR e K[X],(R|P et R|Q) = R|D

— P AQ = infguoy, p{P, Q}
— D(D) =D(P)ND(Q)

Proposition 11 : Propriétés immédiates du PGCD.
e Homogénéité : si K est unitaire alors KAAN KB = K(AA B);
e Commutativité : BAA = AAB;
o Associativité : (AAB)AC = AN (BAC).

Pour montrer U'existence, ne faisons pas comme dans Z (on pourrait), mais utilisons lalgorithme d’Euclide.

Lemme 1: Lemme préparatoire a I’algorithme d’Euclide.
1. Si R est le reste dans la division euclidienne de A par B alors AA B = B A R.
2. Si D est unitaire, D A0 = D.

DEMONSTRATION. 1. 1l suffit de montrer que les diviseurs communs & A et B sont les mémes que les diviseurs
communs & B et R. Cela provient de la stabilité par CL avec les deux CL A = BQ + Ret R = A — BQ.

2. Les diviseurs communs & D et 0 sont juste les diviseurs de D d’ou le résultat.

L’existence du PGCD est assurée par l'algorithme d’Euclide :
e On pose Ry = Aet Ry = B.
e Tant que R, 11 # 0 on définit R, 12 comme le reste dans la DE de R, par R, 1.

e Le PGCD est le dernier reste non nul R,, (au coefficient dominant preés).

Reste & montrer la terminaison et la correction de cet algorithme.

DEMONSTRATION. On copie le cours sur Z.

e Terminaison : par division euclidienne, pour tout n > 1 tel que R, # 0, on a deg(R,+1) < deg(R,). On
a donc deg(B) = deg(R;) > deg(R2) > deg(R3) > ---. Comme il n'y a qu'un nombre fini d’éléments dans
{—o0} U{0,...,deg(B)}, il existe nécessairement un rang N > 2 tel que deg(Ry) = —o0, c’est-a-dire Ry = 0 et
deg(Ry—1) > 0. D’ou la terminaison.

e Correction : on a alors, par le lemme préparatoire, R,_1 A R, = R, A Rp41 pour tout n € {1,..., N —1}. Donc :
AANB = RoANRi=Ri{ANRy=---=Rny_sANRny_1=Rn_1 NRy =Rx_1N0. Le PGCD est donc associé a Rn_3

Exercice 2. Calculons par exemple (X6 + 1) A (X4 + 1).
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Théoréeme 13 : Théoreme d’Eudoxe (théoreme "sur la relation de Bézout").

Si D = AA B alors 3(U,V) € K[X]?, AU + BV = D.

Formulation moderne : pour D unitaire : D = A A B & AK[X] + BK[X]| = DK[X].
DEMONSTRATION. Il suffit de remonter 1’algorithme d’Euclide. O

Exercice 3. Trouvons une relation de Bézout pour A = X% +1et B= X*+ 1.

Proposition 12 .

Le PGCD est invariant par extension de corps : si P, @ € R[X] alors le pged de P et @ dans R[X] est le méme
que dans C[X].

DEMONSTRATION. Immédiat d’aprés le lien divisibilité/division euclidienne et 'invariance de la division euclidienne
par extension de corps. O

Exercice 4. Calculons (X6 — 1) A (X4 - 1).
Définition 16 .
On dit que deux polynomes P et () sont premiers entre eux lorsque P A @ = 1.

Proposition 13 .

Le caractére ”premiers entre eux” est invariant par extension de corps : P, @ € R[X] sont premiers entre eux
dans R[X] si et seulement si ils le sont dans C[X].

Remarque 15
) e N . A B .
L’homogénéité entraine que si A et B sont non nuls et D est leur PGCD, alors D et D sont premiers entre eux.

Théoreme 14 : Théoreme de Bézout.
Soient A et B deux polynémes. Ona AANB =1« 3(U,V), AU + BV = 1.

Théoréeme 15: Lemme de Gauss.

Si { Z%g =1 alors A|C.
I11.5 PPCM

Définition 17
Soient P et @) dans K[X].
1. On dit que M est un ppcm de P et @ lorsque c’est un plus petit multiple de P et de Q.

2. Tl existe un unique ppcm unitaire (ou nul), on Pappelle le ppem et on le note ppem(P, Q) ou PV Q.

Proposition 14 : Propriétés immédiates du PPCM.
e Homogénéité : si K est unitaire alors KAV KB = K(AV B);
e Commutativité : BVA = AV B;
e Associativité : (AVB)VC = AV (BVC).

Remarque 16

Si A et B sont unitaires, alors (AA B) x (AV B) = A x B.

Proposition 15 .

Le PPCM est invariant par extension de corps : si P,@ € R[X] alors le ppem de P et @ dans R[X] est le méme
que dans C[X].
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I11.6 Polyndémes irréductibles

Définition 18..

Un polynéme P € K[X]| \ K est dit irréductible lorsqu’on a :

YU, V) €KIX]?, P=UV = { U inversible { U associé & P

V associé a P V inversible

Théoreme 16 : Théoreme de décomposition.

Tout polynéme peut s’écrire comme produit de polynomes irréductibles, de facon unique a l’ordre des facteurs
pres et a association pres.

Théoreme 17 : Irréductibles de C.

Les irréductibles unitaires de C[X] sont les polynémes de degré 1.

Théoreme 18 : Irréductibles de R.
Les irréductibles unitaires de R[X] sont
— les X — A\, XeR;
— les X2+ bX +¢, A<O.

10
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PROBABILITES

Les trois théorémes importants de ce chapitre sont :
e la formule des probabilités composées ;
e la formule des probabilités totales;

e la formule de Bayes.

I Expériences aléatoires

I.1 Deéfinition

Définition (informelle) 1 : Expérience aléatoire.

Une expérience aléatoire est une expérience dont I’ensemble des issues possibles est connue mais dont l'issue
n’est pas connue avant de réaliser I’expérience.

1.2 L’expérience aléatoire « Choisir(MPSI) »

1.3 Modélisation

Remarque 1

Cette année, on considérera uniquement le cas ot 2 est fini. C’est trés restrictif mais philosophiquement plus honnéte.

IT Espaces probabilisés finis

II.1 Espaces probabilisables finis

Définition 2.

On appelle espace probabilisable fini un couple (Q,P(2)) ot Q est un ensemble fini.

Remarque 2
Comme annoncé dans la remarque 1, on se limite donc au cas fini. C’est trés embétant car on s’interdit des expériences
aléatoires trés simples ! dont on a envie de parler, comme par exemple :

e lancer un dé jusqu’a obtenir 6;

e choisir un réel uniformément au hasard entre 0 et 1;

o ...

On verra quand méme en TD une astuce permettant d’intégrer malgré tout les expériences du type « lancer un dé

jusqu’a obtenir 6 » au programme de MPSI. 2.

Définition 3 .
On appelle < systéme complet d’événements > (en abrégé sce) une famille (A, ..., A,) telle que
{ Vi # j, A; et Aj sont incompatibles ;
et AyU---UA, =Q;
autrement dit telle que A; [T A IT--- 1T A,, = Q.

1. Mais non accessibles & ’étre humain.
2. C’est comme d’habitude, on prend un gros marteau et on tape fort.
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I1.2 Probabilité

Définition 4 .

Soit € un ensemble fini. On appelle probabilité sur §2 une application P : P(Q) — [0, 1] telle que :
1. P(Q) =1;
2. pour tout couple (4, B) d’événements incompatibles, P(AIl B) = P(A) + P(B).

Remarque 3

Lorsqu’on modélise une expérience aléatoire, on ne la modélise pas seulement par 2, mais par l'espace probabilisé

(Q,P(Q),P).

Théoreme 1: théoreme de caractérisation.
Soit €2 un ensemble fini.
1. Si P:P(Q2) — [0,1] est une probabilité alors Y P({w}) = 1.

we
2. Réciproquement, si p : Q@ — [0,1] vérifie > p(w) = 1 alors Papplication naturellement induite
P@) — [0.]] o
P A = 3 pw) est bien définie et c’est une probabilité.
w€eA

I1.3 Propriétés immédiates

Proposition 1 .
Soit (€2, P(£2), P) un espace probabilisé. On a :
0. P(0)=0;
1. pour tout A € P(Q), P(°A) =1— P(4);
2. P est croissante pour l'inclusion ;
3. pour tous A, B € P(Q), P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B);

III Indépendance
Définition 5.

Soit (Q,P(Q),P) un espace probabilisé.
Deux événements A et B sont dit indépendants lorsqu’on a P(A N B) = P(A)P(B).

Remarque 4

Considérons l'expérience aléatoire « on lance un dé vert et un dé bleu ».

= [[1’ 6]]2
=Py
implique que les deux lancés sont indépendants (commencer par donner un sens a cette phrase).

Q
Faute d’information supplémentaire, on la modélise par (Q, P(Q), P) ou {P Montrer que cette modélisation

On note "couleur — 7”7 := "le dé couleur donne 7”
. Vi: ="le dé vert donne 7”
Soient o e
i : ="le dé bleu donne j
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P(V;) = P({i} x{1,...,6})
i) x 1., 6)]
0]
. 6 _ 1
36 6
P(BJ):P({]} X {17"'56})
) % {6
€2

P(V;N B;) =

g~ Zgl=
~=
.
.
——
~—

Il
N o=
Soi-
!
&

III.1 Indépendance mutuelle

Définition 6 .

Soit (Q, P(Q), P) un espace probabilisé et (Aq,..., A, ) une famille d’événements.

On dit que Ay, ..., A, sont mutuellement indépendants lorsqu’on a :

Vke{l,....,n}, Vip <ix <---<ipe€{l,....,n}, P(A;;NA;,N---A;,)=P(A;,)P(4;,) - P(4;,).

Remarque 5
1. Si Aq,..., A, sont mutuellement indépendants, alors
e ils sont indépendants 2 & 2 (i.e. Vi # j, P(A; N A;) = P(A;)P(4;));
e et ils sont indépendants n a n (i.e. P(A1N---NA,) =P(A;) x --- X P(Ay)).
2. L’indépendance 2 & 2 n’implique pas 'indépendance mutuelle.

3. L’indépendance n & n n’implique pas 'indépendance mutuelle.

IV  Probabilités conditionnelles

IV.1 Deéfinition
Définition 7 .
Soit (Q,P(Q),P) un espace probabilisé, A un événement et B un événement de probabilité non nulle.

P(ANB
On appelle probabilité de A sachant B et on note Pg(A) ou P(A|B) le quotient Pg(A) = %

Théoréeme 2 .

Soit B un événement de probabilité non nulle.
PE) — [0,1]

L’application Pp : { A > Pn(A)
B

est une probabilité.

Remarque 6

Si A et B sont deux événement de probabilités non nulles alors :
1. P(ANnB) = P(A) x P(B|A);
2. P(ANB) = P(B) x P(A|B).



Lycée INNEEEE EEEEENE - MPSI Année 2020-2021 — Cours et compléments

IV.2 Formule des probabilités composées

Théoreme 3: Formule des probabilités composées.
Soit (Q, P(Q), P) un espace probabilisé et (A1, ..., A,) une famille d’événements tels que P(A1N---NA,_1) # 0.
Alors :

1. VE<n—1, P(A1N---NA) #0;

2. P(Ayn---NA,_1NA,) =P(A1)Pa, (A2)Pa,na,(A3) - - Pajnna, o (An).

IV.3 Formule des probabilités totales

Théoreme 4 : Formule des probabilités totales.

Soit (A1, As,...,A,) un systéme complet d’événements de probabiltés non nulles et B un événement.
Ona: P(B) =Y P(A)Pa,(B).
k=1

Remarque 7

La formule reste vraie si certains A; sont de probabilité nulle avec la convention 0 - P(B|A) =0

IV.4 Formule de Bayes

Théoreme 5 : Petite formule de Bayes.
P(A)Pa(B)

Soient A et B deux événements de probabiltés non nulles. On a : Pg(A) = P(B)

Théoreme 6 : Grosse formule de Bayes.

Soit (Aj,Ag,...,A,) un systéme complet d’événements de probabiltés non nulles et B un événement de
P(Ar)Pa, (B)

> P(4)Ps, (B)

probabilité non nulle. On a, pour tout k € {1,...,n}, Pp(Ay) =
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RELATIONS DE COMPARAISON.I
Notations (rappels) :

1. «On a P(n) APCR » signifie : 3ng € N, Vn > ng, P(n);

2. Pour a fini, « on a P(z) au voisinage de a » signifie : 3¢ > 0, Vz €la —¢,a+ ¢, P(z);
3. Pour a = 400, « on a P(x) au voisinage de a » signifie : 34 > 0, Vz €]A, +oo[, P(z);
4. Pour a = —o0, « on a P(x) au voisinage de a » signifie : 3B < 0, Vz €] — o0, B[, P(x).

I Domination

1.1 Définitions
Définition 1 : Domination pour les suites.

Soient (un)neN, (Un)nen deux suites.
1. Si (vp), ne s’annule pas, on dit que (u,), est dominée par (v, )nen lorsque <| ) est majorée.
2. Plus généralement, on dit que (u, ), est dominée par (v, )nen lorsqu’on a 3K > 0 |un| K|v,| APCR.

Lorsque c’est le cas, on note u,, = O(vy,).
Notation 1 )
On a vu qu’on note u, = O(v,) pour « (uy), est dominée par (vy), ».
2. On notera aussi O(vy,) 'ensemble de toutes les suites dominées par (vy, ).

3. On notera aussi u,, = v, + O(w,) pour u, — v, = O(wy,).

Définition 2 :  Domination pour les fonctions.
Soient f,g: I — R et a un point adhérent a I.

1. Si g ne s’annule pas au voisinage de a, on dit que f est dominée par g au voisinage de a lorsque <m>
est majorée au voisinage de a. |9l

2. En général, on dit que f est dominée par g au voisinage de a lorsqu’on a 3K > 0, |f| < Klg| au
voisinage de a.

Lorsque c’est le cas, on note f = O,(g) (ou7 si le contexte ne laisse pas d’ambiguité sur a : f = O(g)).

On peut également noter f(z) = O,(g(x)). On reprend aussi les deux autres notations vues pour les suites.

1.2 Propriétés

Proposition 1 .

La relation de domination (<« est dominé par >) est un préordre.

Théoréme 1 : Propriétés algébriques de la domination.

La relation de domination
1. absorbe les constantes : si A # 0 alors Oy (Af) = Ou(f);
2. est stable par somme au sens suivant : si f = O, (u) et g = Oy(v) alors f+ g = Oy (Ju| + |v]) ;
3. est stable par produit : si f = O, (u) et g = Oy (v) alors fg = Oy (uv).

Remarque 1

Le point 2. est surtout intéressant pour son cas particulier suivant : ’si f=04(u) et g=0O,(u) alors f + g = O4(u) ‘

Proposition 2: Grands O de 0 ef de 1.
1. f=04(1) < f est bornée au voisinage de a

2. f=04(0) & f =2z~ 0 au voisinage de a
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Corollaire 1: Zone rouge.

Si on est amené & écrire u, = O(0) ou f = O(0), c’est trés probablement qu’on a fait une erreur!

II Négligeabilité

I1.1 Deéfinitions
Définition 3 : Négligeabilité pour les suites.
Soient (un)neN, (Vn)nen deux suites.

U
1. Si (v,)n ne s’annule pas, on dit que (uy, ), est négligeable devant (v, ),en lorsqu’on a — — 0.
Un

2. En général, on dit que (up), est négligeable devant (v,)neny lorsque F(ep)neny €
RN { Up = envn APCR
’ en — 0.

Lorsque c’est le cas, on note u,, = o(vy,).

Notation 2
1. On a vu qu’on note u,, = o(v,) pour « (u,), est négligeable devant (v,), ».
2. On notera aussi o(v,,) 'ensemble de toutes les suites dominées par (vy, ).

3. On notera aussi u,, = v, + o(wy,) pour u, — v, = o(wy,).

Définition 4 : Négligeabilité pour les fonctions.
Soient f,g:I — R et a un point adhérent a 1.

1. Si g # 0 au voisinage de a, on dit que f est négligeable devant g au voisinage de a lorsqu’on a féx)) — 0.
g X)) x—a
. . , 1 .. . . I —- R
2. En général, on dit que f est négligeable devant g au voisinage de a lorsqu’il existe ¢ : 5 s )

f(x) =e(x)g(x) au voisinage de a
telle que e(x) — 0.
r—a

Lorsque c’est le cas, on note f = 0,(g) (ou, si le contexte ne laisse pas d’ambiguité sur a : f = o(g)).

On peut également noter f(z) = 0,(g(x)). On reprend aussi les deux autres notations vues pour les suites.

I11.2 Négligeabilités classiques

Proposition 3 .
Soient o, 3 € R et a,b > 0.

1. $a:O+x_)oo([l)5)<:>;g—Z—)0<:>idﬁ%a — 0<:>,B>Oé
) z—00

2. 2% =0p(2f) ©id*? -0 a>8

T £ a® by*
3. 4" =0400(V?) & & — 0 (2) 2 0eb>a

T—>00

Théoréme 2 : Croissances comparéees.

1 1
Pour o, 8 >0: 1.2% =0, _(e’7) 2. In(z)* = o, _ (2”) 3. efT = 0‘“(3:_0‘) 4. In(z)? = 00+(—)

Théoreme 3: Cas des suites.
Soient a,, 5 > 0et ¢ > 1.Ona: 1.n% = o(q") 2.In(n)* = o (nf) 3.¢" = o(n!) 4.n!=o0(n")
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I11.3 Propriétés

Proposition 4.

La relation de négligeabilité (< est négligeable devant >) est transitive.

Théoreme 4 : Propriétés algebriques de la négligeabilité.
La relation de négligeabilité
1. absorbe les constantes : si A # 0 alors o,(Af) = 04(f);
2. est stable par somme :
i/ si f=o0q(u) et g =0q(v) alors f + g = oq(|u| + [v]);
ii/ si f =o04(u) et g=o0q(u) alors f+ g = 04(u);
3. est stable par produit :
i/ si f =o04(u) et g=o04(v) alors fg = o04(uv);
ii/ si f = o04(u) alors fg = 04(ug).

Proposition 5 : Petits o de 0 et de 1.

Corollaire 2 :  Zone rouge.

Si on est amené & écrire u, = 0(0) ou f = 0(0), c’est tres probablement qu'on a fait une erreur!

III Equivalence

ITI.1 Deéfinitions

Définition 5: Equivalence pour les suites.
Soient (un)neN, (Un)nen deux suites.

U
1. Si (v,)n ne s’annule pas, on dit que (u,), est équivalente & (v, )nen lorsqu’on a — — 1.
Un

Up = YnUn APCR

2. En général, on dit que (uy), est équivalente & (v, )nen lorsque 3(Vp)nen € RY, { 1
- .

Lorsque c’est le cas, on note u,, ~ v,.

Définition 6 : Equivalence pour les fonctions.
Soient f,g: I — R et a un point adhérent a I.

1. Si g NSP au voisinage de a, on dit que f est équivalente a g au voisinage de a lorsqu’on a % — 1
g ) z—a
I —- R

2. En général, on dit que f est équivalente a g au voisinage de a lorsqu’il existe € : { telle

z = 9(x)
f(@) =~v(x)g(x) au voisinage de a
au { ~(z) - 1.

Lorsque c’est le cas, on note f ~, g (ou f ~ g, ou f(x) ~y_q g(x)).

Remarque 2

L’intérét de la relation d’équivalence est de calculer des équivalents simples pour simplifier I’étude en cours. Un équi-
valent qui se présente comme une somme n’est certainement pas un équivalent simple, donc est sans intérét en tant
qu’équivalent.
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IT11.2 Equivalents classiques

Proposition 6 : Equivo/enf d’une fraction rationnelle en 0 et oc.
Soient P(z) = anx™+- -+ an ™ (an, an, # 0) et Q(z) = bpx™ +- - -+ by @™ (b, by # 0) deux polyndmes.

P(z)
1. D) e :
P(a) _ .
2, D) "0 :

Remarque 3

En particulier, pour un polynéme P(x) = anz™ + -+ + @™ (an,an, # 0), on obtient :

Définition 7 :  Série harmonique.

n
1
On note H,, = Z = La suite (H,), s’appelle la série harmonique.
k=1

Proposition 7 : Série harmonique.
On a H,, ~ In(n).

Théoreme 5: Formule de Sfirling.

wev(2)

II1.3 Propriétés

Proposition 8 .

La relation d’équivalence (< est équivalente & ») est... une relation d’équivalence. Eh oui.

Théoréeme 6 .

Deux fonction équivalentes ont, sous réserve d’existence, méme limite et méme signe au voisinage de a.

Théoreme 7 : Propriétés algébriques de I’'équivalence.
La relation d’équivalence

1. est stable par produit : si f ~u et g ~ v alors fg ~ uv;

u
2. est stable par quotient : si f ~ u, g ~ v et v ne s’annule pas au voisinage de a, alors z ~—
g v

3. est stable par puissance constante : si f ~ g et a € R alors f¢ ~ g*.
Proposition 9 :  Equivalents constants.

L SE L E R, f g £ e e e e e e e s s s e eees e ese e s e ee s ese e ee e

Corollaire 3 : Zone rouge.

Si on est amené a écrire u, ~ 0 ou f ~ 0, c’est trés probablement qu’on a fait une erreur!
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III.4 Lien avec la négligeabilité.
Théoreme 8 : lien avec la négligeabilité.

fr~ag & f=g+oalg)
< f:g+0a(f)

Corollaire 4 .

Tout DL est équivalent & son premier terme non nul s’il en existe un.
Autrement dit si ay,, est le premier a; non nul dans l’expression précédente, alors f(x) ~g ap,z™.

IV  Développements asymptotiques

Définition 8 : Développement asymptotique.
On notera DA pour < développement asymptotique >.
1. On appelle DA & un terme de f en a une expression de la forme f = g+ 0,(g) ol g est un équivalent
simple ¢ de f.
2. On appelle DA & deux termes de f en a une expression de la forme f = g+ h + 0,(h) ou :
{ g est un équivalent simple de f ;
h est un équivalent simple de f — g.
3. On appelle DA a trois termes de f en a une expression de la forme f =g+ h + u + 0,(u) ou :
g est un équivalent simple de f ;
h est un équivalent simple de f — g ;
u est un équivalent simple de f — g — h.

FEt ceetera.

a. Vu le lien équivalence/négligeabilité, c’est nécessairement un équivalent de f.
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Sous espaces aﬂines'

Dans tout le chapitre, K désigne un sous-corps de C et E un K-espace vectoriel.

I Généralités
I.1 Sous-espaces affines

Définition 1 : Translation.
EF — FE

r — x+a.

Soit a € E. On appelle translation de vecteur a l'application 7, : {

Définition 2.
%
Soit W un sev de F et a € E. On appelle sous-espace affine de direction W et passant par a 1’ensemble
= =
W =7,(W) :a-l—W: {a—i—w, w E W}

Remarque 1

— =
1. Le sous-espace vectoriel W est unique. On dit que W est la direction de W. .
2. Par contre, I’élément a ne 1’est pas. Plus précisément, on a: Vobe W, W =b+ W. O

Proposition 1 : Structure d’espace affine. N
Soit W un sous-espace affine de E. L’opération — définie de W2 dans W vérifie les propriétés suivantes :

1. Relation dite "de Chasles” : V(A, B,C) € W3, AB + BC = AC.
2. Bijection points/vecteurs & origine fixée : VQ € W, Yw € W/, A e W, m = w.

1.2 Propriétés
Définition 3 .
— —
Soit W un sous-espace affine de E. On appelle dimension de W la dimension de W, on note dim(W) =: dim(W).
Définition 4 .
Soit W un sous-espace affine de E. Soit truc € {droite, plan, hyperplan, ... }

%
On dit que W est un truc affine lorsque W est un truc (vectoriel).

Théoreme 1 .

Une intersection de sous-espaces affines est soit vide, soit un sous-espace affine.

1.3 Repéres
Définition 5 . N
Soit W = a + W un sous-espace affine de E. On appelle repere de W tout couple (2, B) avec Q € W et B une

H
base de W (en particulier, on peut prendre Q = a).

|
Si dim(W) < 400, pour tout point A € W, on appelle coordonnées de A dans R le n-uplet (?4

| s

II L’exemple fondamental

II.1 L’exemple fondamental de sous-espace affine

Théoréme 2 : Exemple fondamental de sous-espace affine.
Soient E et F deux K-espaces vectoriels, f € L(E, F) et b € F.

Alors W = {x €E, f(x)= b} est vide ou est un sous-espace affine de direction Ker(f).
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I1.2 Illustrations

III Applications

II1.1 Suites récurrentes affines doubles

Notation 1 (maison) :  Eqp (c,.), = {(un)n e KN VneN, uyyo = aup1 + bu, + cn}.

Proposition 2.
Eap,(cn), est un sous-espace affine de RY, de direction Sa b

Proposition 3 : Recette de grand-mere..
Notons X (X) =X 2 — aX — b le polynéme caractéristique.
Si (¢n)n est de la forme (P(n)q”)n avec P un polynome de degré p alors :

e Si g n’est pas racine de X alors il existe une solution particuliere de la forme (q”Q(n))n ou deg(Q)

e Si g est racine simple de X alors il existe une solution particuliere de la forme (nq"Q(n))n ou deg(Q)

p
.
e Si g est racine double de X alors il existe une solution particuliere de la forme (nzq"Q(n))n oudeg(Q) =p
II1.2 Polynémes de Lagrange : le retour
Théoreme 3.
L’ensemble { P € K[X], Vi € {0,...,n}, P(x;) = B;} est un sous-espace affine de K[X].

n
e Sa direction est : ( [Ix- ai))K[X].

i=0
e Il passe par : L(X) = Y £;Li(X).

k=0

III.3 Systémes linéaires

Théoréme 4 : Théoréme de structure affine.
L’ensemble des solutions d’un systeme linéaire est vide ou bien un sous-espace affine de K" de direction

I’ensemble des solutions du systeme linéaire homogene associé.
II1.4 Distance a un hyperplan affine

Lemme 1.

Soient M, N,a € E Alors

d(7a(M),7a(N)) = d(M, N)

Théoreme 5 .

La distance d’un point M & I’hyperplan affine passant par un point A et ayant pour vecteur normal unitaire
7 est |(AM,77)|.
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BILAN SUR LES STRUCTURES ALGEBRIQUES.I

I Structures

I.1 Groupes

Définition 1 : Groupe.

Un groupe est un couple (G, -), ou G est un ensemble et - : G x G — G une loi de composition interne,
vérifiant les axiomes suivants :

1. - est associative, c’est-a-dire : V(a,b,c) € G3,a-(b-c) = (a-b) ¢,
2. - a un élément neutre, c’est-a-dire : de € G,Va € G,a-e=e€-a = a,

3. tout élément de G a un symétrique pour -, c’est-a-dire :Vr € G,y e G,x-y=y-x =e.

Remarque 1

C’est I'associativité de - qui nous autorise a écrire a - b- ¢ au lieu de (a-b)-c ou a- (b-c¢) (ces expressions étant égales).

Définition 2 : Commurtativite.

Un groupe (G, ) est dit commutatif (ou abélien) lorsque la loi - est commutative, c’est-a-dire : V(a,b) €
G?,a-b=b-a.

Définition 3 :  Groupe symeétrique.

On appelle groupe symétrique le groupe (Sy,, ) ot S;, = Sy1,2,... .} est I'ensemble des bijections de {1,2,...,n}
dans {1,2,...,n}.

Proposition 1 : Unicité du neutre et des symétriques.

1. Dans un groupe, I’élément neutre est en réalité unique.

2. De plus, tous les éléments ont en réalité un unique symétrique.

Remarque 2
Ce théoréme nous autorise a écrire ' pour dénoter le symétrique de x.

Théoreme 1: Symétrique d’un produit.
Dans un groupe, on a (:vy)_l = y‘lx_l.
Définition 4 :  Groupe produit.

Etant donnés deux groupes (Gi,-) et (Gg,%), on appelle groupe produit de (Gy,-) et (Ga,*) le couple
(G1 x Ga,%) ol * est définie par (z1,22) * (y1,y2) = (T1 - Y1, T2 * Y2)

Proposition 2 :  Groupe produit.

Les groupes produits sont des groupes.

1.2 Anneaux
Définition 5 : Anneaux.

Un anneau est un triplet (A,+, X), ou A est un ensemble et +,x : A x A — A deux lois de composition
internes, vérifiant les axiomes suivants :

1. (A,+) forme un groupe commutatif,
2. X a un élément neutre,

3. X est associative,
4

. x est distributive sur +, c’est-a-dire V(a,b,c) € A%,a x (b+¢) = a x b+ a x c (distributivité & gauche)
et V(a,b,c) € A%, (a+b) x ¢ = a x ¢+ b x ¢ (distributivité & droite).
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Remarque 3

De la méme fagon que pour les groupes, le neutre de + est unique, les symétriques pour + sont uniques, le neutre pour
X est unique, et les symétriques pour X, lorsqu’ils existent, sont uniques.

On a donc coutume de toujours noter :
i/ 04 ou 0 le neutre de +,
ii/ —a le symétrique de a pour +, qu’'on appelle opposé de a,
ili/ 14 ou 1 le neutre de x,

iv/ a~! I'éventuel symétrique de a pour x, s’il existe, qu’on appelle alors inverse de a.

Définition 6 : Commutativité.

Un anneau est dit commutatif si la loi X est commutative.

Proposition 3: 04 est absorbant.

Dans un anneau (A4, +, x), ’élément 04 est absorbant pour la loi X, c’est-a-dire Va € A,a x 04 = 04.

Proposition 4: Opposé et multiplication.

Dans un anneau (A4, +, X), on a, pour tout a € A, —a = (—14) X a.
Theoréme 2 : Binbme de Newton.

n
Soient (A, +, x) un anneau, n € N, et a,b € A qui commutent. Alors on a : (a +b)" = Z <Z> akpnk.
k=0

Théoréme 3 : Identité géométrique généralisée.

n—1
Soient (A, +, x) un anneau, n € N, a,b € A qui commutent. Alors on a : a™ —b" = (a — b) Z av R
k=0

Définition 7 : Intégrité.

Un anneau commutatif non nul (A, 4, X) est dit intégre lorsqu’on a V(a,b) € A,axb=04 < a=040ub=0y4.

Remarque 4

Dans la littérature, on trouve parfois d’autres définitions de ’intégrité, qui rajoutent une hypothése de commutativité
et/ou une hypothése de non nullité. Comme le programme n’est pas explicite sur la définition a prendre, je vous donne
celle que j’utilise.

Définition 8 :  Divisibilité.
Dans tout anneau commutatif, pour tout couple (a,b) d’éléments de A, on dit que a divise b et on note a|b
lorsqu’on a 3k € A,b=a X k.

Notation 1 Etant donné un anneau (A, +4, X 4) on note A* l'ensemble des inversibles de A (pour x 4). Remarque

5

Soit (A, 44, X 4) un anneau. On a V(a,b) € A*, a x4 b€ A*. Autrement dit X 4 peut étre vue comme une lci sur A*.

Théoreme 4 : Groupe des inversibles d’un anneau.

(A%, x 4) forme un groupe, on 'appelle groupe des inversibles de (A, + 4, X ).
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1.3 Corps
Définition 9 : Corps.

Un corps est un triplet (K, 4, x), ot K est un ensemble et +, x : Kx K — K deux lois de composition internes,
vérifiant les axiomes suivants :

1. (K, +, x) forme un anneau commutatif et non nul.
2. Tout élément de K\ {0} a un inverse.
Ce qui peut se reformuler :
1. (K, +) forme un groupe commutatif.
2. (K\ {0}, x) forme un groupe commutatif.

3. X est distributive sur +

Proposition 5.

Un corps est un anneau integre.

1.4 Espaces vectoriels sur un corps
Définition 10: K-ev.

Etant donné un corps K, en contexte une bonne fois pour toute *, un espace vectoriel sur K (ou K-ev) est un
triplet (E,+, ), ou E est un ensemble, + : F x E — E une loi de composition interne et - : K x E — E une
loi de composition externe vérifiant les axiomes suivants :

1. (E,+) forme un groupe commutatif (on note O ou parfois 0 son élément neutre),
2. - est distributive a gauche et a droite sur +,

3. - est compatible avec X et 1.

a. C’est du pipo. En pratique on suppose K = R ou C... trés éventuellement Q.

Proposition 6 : 0k et 0g sont absorbants.
1. Dans un K-ev F, on aVx € E,0x - = 0g.
2. Dans un K-ev F, on a VA € K, A - 0g = 0.

Corollaire 1: Opposé et multiplication externe.

Dans un K-ev E, on a, pour tout z € E, —x = (—1g) - .

Proposition 7 : Produit nul dans un espace vectoriel.
Dans un K-ev E, on a, pour tout z € F et tout \€e K,ona: A\-z=0g < A =0 ouz=0g.

I.5 Algébre (unitaire, sur un corps)
Définition 11 : K-algebre.

Etant donné un corps (K, +x, Xx) (comprendre : R ou C), une algébre unitaire sur K (abrégeons : une K-alg)
est un quadruplet (A, +, X,-), ou A est un ensemble, +, x : A x A — A deux lois de composition internes et
-: K x A — A une loi de composition externe vérifiant les axiomes suivants :

1. (A, +, x) forme un anneau (on notera 04 et 14 ses éléments neutres),
2. (A, +,-) est un K-ev,
3. - et x sont compatibles : (a-z) X (b-y) = (a Xg b) - (z X y).
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IT Sous-structures

II.1 Sous-groupes

Définition 12 : Sous-groupe.

Soit (G, ) un groupe. On appelle sous-groupe de G un ensemble H inclus dans G stable pour la structure de
groupe de G c’est-a-dire tel que :

1. e € H (en notant e le neutre de G),
2. Y(z,y) € H*,x -y € H,
3. Vo € Hyx~! € H (en notant 2! le symétrique de = pour -).

Théoréme 5 : Sous-groupe.

Si H est un sous-groupe de G, alors les lois de G induisent des lois sur H et H, muni des lois induites, forme
un groupe.

[

Proposition 8 : Transitivité de "éfre un sous-groupe de".

Un sous-groupe d’un sous-groupe est un sous-groupe.

Remarque 6

Un sous-groupe d’un groupe commutatif est commutatif.

I1.2 Sous-anneaux
Définition 13 : Sous-anneau.

Soit (A, +, x) un anneau. On appelle sous-anneau de A un ensemble B inclus dans A stable pour la structure
d’anneau de A c’est-a-dire tel que :

1. 04, 14 € B,

2. Y(z,y) € B ,x+y € B,
3.Vx e B,—x € B,

4. ¥(z,y) € B ,x x y € B.

Proposition 9 Sous-anneaul.

Si B est un sous-anneau de A, alors les lois de A induisent des lois sur B, et B, muni des lois induites, forme
un anneau.

Proposition 10 .

Un sous-anneau d’un sous-anneau est un sous-anneaiul.

Remarque 7
1. Un sous-anneau d’un anneau commutatif est commutatif.

2. Un sous-anneau d’un anneau intégre est intégre.

I1.3 Sous-corps

Définition 14 : Sous-corps.

Soit (K, +, x) un anneau. On appelle sous-corps de K un ensemble L inclus dans K stable pour la structure
de corps de K c’est-a-dire tel que :

1. (L,+, x) forme un sous-anneau de K (reprendre les 4 axiomes).
2. L’inverse de tout élément de L\ {0} est dans L.

Proposition 11 : Sous-corps.

Si L est un sous-corps de K, alors leslois de K induisent des lois sur L, et L muni des lois induites forme un corps.

Proposition 12 .

Un sous-corps d’un sous-corps est un sous-corps.
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II.4 Sous-espace vectoriel

Définition 15 : Sous-espace vectoriel,

Soit (F,+, ) un K-ev. On appelle sev de E un ensemble F' inclus dans E stable pour la structure de K-ev de
FE c’est-a-dire tel que :

1. 0e F,

2. V(z,y) e F2,x+y € E,
3. Vxe F,—x e F,

4. Ve e FYAe K Az € F.

Proposition 13 : Sev.

Si F est un sev de E, alors les lois de E induisent des lois sur F', et F', muni des lois induites, forme un K-ev.

Proposition 14 .

Un sev d’un sev est un sev.

II.5 Sous-algébres
III Morphismes

II1.1 Morphismes de groupe
Définition 16 : Morphisme de groupe.

Etant donnés deux groupes (G1,%) et (G2,0), on appelle morphisme de groupe (mdg) de (G1,*) dans
(G2,0) une application f : G; — G5 qui préserve la structure de groupe, c’est-a-dire telle que :

i/ f(er) = ez
ii/ Yo € G, f(z71) = f(z)7?

iii/ Y(z,y) € G, fz*xy) = f(2)Of(y)
Théoreme 6 : Morphisme de groupe.

Etant donnés deux groupes (G1,*) et (Go,0), une application f : G; — G2 est un mdg si et seulement si elle

préserve les produits, c’est-a-dire V(x,y) € G, f(z xy) = f(z)Of (y).

Définition 17 : Isomorphisme de groupe.

On appelle isomorphisme de groupe un morphisme de groupe bijectif.

Théoréme 7 : Isomorphisme de groupe.

L’application réciproque d’un isomorphisme de groupe est un isomorphisme de groupe.

Proposition 15 : Préservation des propriétés par isomorphisme.

Si (G, *) et (G2,0) sont isomorphes, alors (G, ) est commutatif si et seulement si (Ga, ) lest.

Théoréme 8 : Structure catégorielle.
i/ L’identité d’un groupe est toujours un morphisme de groupe.

ii/ La composée de deux morphismes de groupes est un morphisme de groupe.
Définition 18 : Image, Noyau.
Etant donné un morphisme de groupe f : (G1,%*) = (G2,0), on appelle :
e Noyau de f la partie de G; suivante : Ker(f) = {z € G1, f(z) =e2} = [ ({e2})-
e Image de f la partie de Gy suivante : Im(f) = {f(z), z € G1} = f7(G1).
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Théoreme 9 : Caractérisation de l'injectivité et la surjectivité.
Soit f un mdg de (G1,*) dans (G, 0)

i/ f est surjective si et seulement si Im(f) = Ga

ii/ f est injective si et seulement si Ker(f) = {e1}

iii/ f est un isomorphisme si et seulement si Im(f) = G2 et Ker(f) = {e;1}.

Théoréme 10 : Structure d’un noyau, d’une image.
Soit f un mdg de (G1,*) dans (G2,0)

i/ Ker(f) est un sous-groupe de (G, *)

ii/ Im(f) est un sous-groupe de (G5,0)

II1.2 Morphismes d’anneau

Définition 19 : Morphisme d’anneau.

Etant donnés deux anneaux (A,+4,%4) et (B,+B,xp), on appelle morphisme d’anneau (mda) de
(A, 44, x4) dans (B, +p, Xp) une application f : A — B qui préserve la structure d’anneau, c¢’est-a-dire tq :

i/ f(04)=0p
i/ Ve € A, f(—z) = —f(x)
i/ V(z,y) € A%, f(x +ay) = f(z) +5 f(y)
iv/ f(1a)=1p
v/ Y(z,y) € A%, f(z xay) = f(z) x5 f(y)

Proposition 16 : Morphisme d’anneau.
Etant donnés deux anneaux (A,4+4,%x4) et (B,+p5, Xp), une application f: A — B est un mda ssi
i/ Y(z,y) € A2, f(x +ay) = f(z) +5 f(y)
ii/ f(la) =15
iii/ V(z,y) € A% f(z xay) = f(z) x5 f(y)

Définition 20 : Isomorphisme d’anneau.

On appelle isomorphisme d’anneau un morphisme d’anneau bijectif.

Proposition 17 : Isomorphisme d’anneau.

L’application réciproque d’un isomorphisme d’anneau est un isomorphisme d’anneau.

Définition 21 : Morphisme de corps.

Etant donnés deux corps (K4, +4, x4) et (Kp,+5, Xp), on appelle morphisme de corps de (K4, +4, X4)
dans (Kp,+p5, X ) une application f : K4 — Kp qui préserve la structure de corps, c’est-a-dire telle que :

i/ f(04)=0g iv/ f(1a) =1p
ii/ Vz € A, f(-z) = —f(z) v/ V(z,y) € K%, f(z xay) = f(x) x5 f(y)
i/ V(z,y) €K%, f(@+ay) = f(x)+fly) vi/ Ve e K}, f(z™") = f(z)™"

Proposition 18 : Morphisme de corps.

Etant donnés deux corps (Ka,+a4,%x4) et (Kg,+5,xp) et une application f: K4 — Kp, sont équivalentes :
a. f est un morphisme de corps
b. f est un morphisme d’anneau de K, dans Kp
c. i/ f(la)=1p
i/ V(z,y) € A%, f(x +ay) = f(z) +5 f(¥)
iii/ V(z,y) € A, f(z xay) = f(z) x5 f(y)
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Proposition 19 : Préservation des propriétés par isomorphisme.
Soient (A,+4, xX4) et (B,+p, Xp) deux anneaux isomorphes.

i/ A est commutatif si et seulement si B est commutatif

ii/ A est integre si et seulement si B est integre

iii/ A est un corps si et seulement si B est un corps

Proposition 20 :  Structure catégorielle.
i/ L’identité d’un anneau est toujours un morphisme d’anneau.

ii/ La composée de deux morphismes d’anneaux est un morphisme d’anneau.

Définition 22 : Image, Noyau.
Pour f un mda de (A, +4, x4) dans (B, +5, X5)
e Noyau de f : Ker(f) ={z € A, f(z) =0p}.
e Image de f : Im(f) = {f(z), = € A}.
Proposition 21 : Caractérisation de I'injectivité et la surjectivité.
Pour f un mda de (A, +4, X4) dans (B,+5, Xp)
i/ f est surjective si et seulement si Im(f) = B
ii/ f est injective si et seulement si Ker(f) = {04}
ili/ f est un isomorphisme si et seulement si Im(f) = B et Ker(f) = {04}.

I11.3 Applications linéaires
Définition 23 :  Application linéaire.

Etant donnés un corps K et deux K-espaces vectoriels (E1,+,-) et (Ea,+, ), on appelle application linéaire
(?morphisme d’espace vectoriel”) de (E1,+,-) dans (Es,+,-) une application f : E; — FEs qui préserve la
structure d’espace vectoriel, c’est-a-dire telle que :

i/ f(0)=0
ii/ Vo € Eq1,VA e Kf(Az) = \f(2)
iii/ V(z,y) € B}, f(z +y) = f(z) + f(y)
Théoreme 11 : Application linéaire.
f: BE1 — E> est une application linéaire ssi on a : V(z,y) € EZ,V(\, ) € K2, f(Az + py) = A f(z) + pf(y).

Théoreme 12 : Structure catégorielle.
i/ L’identité d’un espace vectoriel est toujours une application linéaire.

ii/ La composée de deux application linéaires est une application linéaire.

Définition 24 : Image, Noyau.

Pour f: E; — Es une application linéaire, on appelle :
e Noyau de f la partie de E; suivante : Ker(f) = {z € Ey, f(z)=0}.
e Image de f la partie de Ey suivante : Im(f) = {f(z), = € E1}.

Théoreme 13 : Caractérisation de I'injectivité et la surjectivité.
Pour f: E; — E5 une application linéaire :
i/ f est surjective si et seulement si Im(f) = Es
ii/ f est injective si et seulement si Ker(f) = {0}
iii/ f est un isomorphisme si et seulement si Im(f) = E5 et Ker(f) = {0}.

Théoréme 14 : Structure d’un noyau, d’une image.

Ker(f) et Im(f) sont des sous-espaces vectoriels .

IV  Conclusion
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VARIABLES ALEATOIRES FINIES

L’idée : plutét que de modéliser une expérience aléatoire par un espace probabilisé trop grossier, on postule qu’un
espace probabilisé (2, P(£2), P) le modélise finement et on considére une application X : Q — E ou E correspond aux

évéments observables ou qui nous intéressent.

Exemple 1 On lance un dé de 6 non pipé. Modéliser cette expérience aléatoire en posant 2 = {1,2,...,6} oblige a
identifier des situations trés différentes, et est abusif car un résultat de ’expérience n’est pas un nombre. On peut aussi
postuler ’existence d’un espace probabilisé (2, P(£2), P) modélisant finement cette expérience et considérer ’application

X { 0 - {1,2,...,6}

w +— le nombre lu sur la face supérieure du dé lorsque w est réalisée.

Exemple 2 On lance deux dés de 6 non pipés. Quelle que soit la modélisation choisie pour cette expérience aléa-
toire, on peut souhaiter ne s’intéresser qu’a la somme des deux valeurs obtenues (par exemple parce qu’on joue &

un jeu dont le gagnant est celui qui réalise la plus grande somme). On s’intéresse alors naturellement a I’application

X { Q - {2,3,...,12}
"l w — lasomme des résultats des dés lorsque w est réalisée.

Les valeurs prises par X correspondent aux évéments qui nous intéressent.

En particulier les événements {w € Q, X (w) = i}, ou 7 parcourt les valeurs prises par X :
e auraient pu former ’ensemble 2 si on avait voulu modéliser trés grossiérement (mais beurk!);

e forment un systéme complet d’événements (est-ce qu’on sait encore ce que c’est 7).

[Dans tout le chapitre, (2, P(Q2), P) désigne un espace probabilisé, et E désigne un ensemble.j

I Variables aléatoires

1.1 Définition et autres exemples
Définition 1: Variable aléatoire.

1. On appelle variable aléatoire (si grosse paresse : v.a.) une application X : Q — E.

2. Si E C R, on dit que X est une variable aléatoire réelle, dans toute la suite v.a.r.

3. Si E C R™ pour un entier n, on dit que X est un vecteur aléatoire, dans la suite va.

1.2 Terminologie et notations

Notation 1 Si X : Q — E est une variable aléatoire, on notera :
o (X =) Pévénement X ~'({z}), pour z € E;
e (X € A) l'événement X 1 (A), pour A C E.

Si de plus X est une v.a.r. (i. e. si on a E C R), on notera :

00, a]) ;

e (X < x) événement X ~(

|-
o (X < x) Iévénement X (] — oo, () ;
e (X > ) événement X ([, 00]) ;
o (X > z) Pévénement X (], +00f).
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Remarque 1
La famille des (X = )¢ x(q) forme un systéme complet d’événements. Notation 2 Si F' est un ensemble et f : £ — F

est une application, on pourra noter f(X) la variable aléatoire f o X. En effet, ces gens (les probabilistes) sont des

barbares.

1.3 Loi d’une variable aléatoire réelle
Définition 2 : Loi.

Soit X : Q — FE une variable aléatoire. On appelle loi de X I'application Px : {

Remarque 2

On identifiera fréquemment Py avec son prolongement naturel & P(E), parfois plus pratique a décrire :

P(E 0,1
sz{ (A) - BD()geA)

Théoréeme 1.
Soit X : Q) — E une variable aléatoire.
Alors Py : P(X(£2)) — [0, 1] est une probabilité.

Bien stir, de méme, Px : P(E) — [0, 1] est une probabilité.

IT Lois usuelles

II.1 Loi uniforme finie
Définition 3 .
On dit que X suit la loi uniforme sur E et on note X ~ U(F) lorsqu'on a Px = P, (sur E), i.e. lorsqu’'on a

1
Vze E, P(X =zx) = B Si E={a,a+1,...,b} on note X ~U(a;b).

I1.2 Loi de Bernoulli

Définition 4 .

Soit p € [0,1]. On dit que X suit la loi de Bernoulli de parameétre p et on note X ~ B(p) lorsqu’on a
X() c{0,1} et P(X =1)=p,donc P(X =0)=1—-p=gq.

Théoreme 2.
Une v.a.r. suit une loi de Bernoulli si et seulement si c¢’est une fonction indicatrice.
Autrement dit : <E|p €[0,1], X ~ B(p)) & (EIA eP), X = ]IA).

I1.3 Loi binomiale

Définition 5 .

Soit n € N et p € [0,1]. On dit que X suit la loi binomiale de parametres n et p et on note X ~ B(n,p)
lorsquon a X () € {0,1,...,n} et Vk € {0,...,n}, P(X =k) = (})p"¢"~* o bien siir ¢ =1 —p.

I1.4 Exercice classique : décrire la loi d’une v.a.r. donnée
III Espérance. Variance.

III.1 Espérance
Définition 6 : Espérance.

On appelle espérance de X le nombre E(X) = Z P(X =x)x.
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Théoreme 3: Propriétés de I'espérance.

1. Ona: E(X) =) X(w)P({w}).
weN
2. L’espérance est :

— linéaire : VX, Y : Q = R, VA, u € R?, EQAX +uY) = AE(X) + pE(Y);
— positive : VX : Q >R, X > 0= E(X) > 0;
— croissante : VX,V : Q> R, X <Y = EX) < E®Y).

3. Si X est constante, i. e. il existe m tel que X (Q2) = {m}, alors E(X) = m.

III.2 Variance
Définition 7 : Variance.
On appelle variance de X le nombre V(X) = E((X — E(X))?).

Remarque 3
On met un carré car :
— ¢a permet d’augmenter les gros écarts et diminuer les petits écarts (erreurs de mesure, e.g.)

— ¢a devient presque un produit skyler

Remarque 4

Par positivité de I’espérance, on a toujours V(X) > 0. Ceci permet de définir Pécart-type de X o(X) = /V(X).

Terminologie : lorsqu'on a V(X) =1 (i.e. 0(X) = 1), on dit que X est réduite.

Q —{1,...,6}

Exemple 3 Déterminons la variance de la variable aléatoire de I'exemple ?7?7. On reprend X :
w + la valeur du dé

Remarque 5
C’est un cas particulier de la loi uniforme

Théoreme 4 : Propriétés de la variance.
1. Formule de Keenig : V(X) = E(X?) — B(X)2.
2. Sia,beR alors V(aX +b) = a?V(X).
3. Si X est constante, alors V(X) = 0.

ITI.3 Théoréme de transfert
Théoréme 5: Formule de transfert.

Soit Z : Q) — E une variable aléatoire (non nécessairement réelle) et f: E — R. Alors :

E(f(2)= ) f()P(Z=>2)

2€Z(Q)

I11.4 Deux inégalités fondamentales

Théoreme 6 : Inégaliteé de Markov.

E(X)

Supposons X positive. Soit a > 0. Alors P(X > «) <
el

Théoreme 7 : Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
V(X)
g2 =’

Soit € > 0. Alors P(|X — E(X)| > ¢) <
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II1.5 Espérance et variance des lois usuelles

Remarque 6

Si X ~ U(a;b), espérance et la variance de X ne sont pas explicitement au programme ; mais on les verra en TD.

X(Q) c {0,1} {

e B(X)=>1exioP(X =2)z=0g+1p=p
e V(X)=E(X?)-E(X)?or X?=Xdonc V(X)=E(X)—-E(X)?2=p—p?>=p(1—p) =pq

Theoréme 8: Cas d’une loi de Bernoulli.
On suppose X ~ B(p) pour un certain p € [0,1] (on note ¢ = 1 — p). Alors :

X(Q) c{o,...,n}

P(X=k)= (Z) P "

e E(X)=mnp
o V(X)=mnpq

Théoreme 9 : Cas d’une loi Binomiale.

On suppose X ~ B(n,p) pour un certain (n,p) € N x [0, 1] (on note ¢ =1 — p). Alors :
e E(X)=mnp
o V(X)=npq

IV Indépendance

IV.1 Indépendance de deux variables aléatoires

Théoreme 10 .
Soient X : Q@ — F et Y : Q — F deux variables aléatoires indépendantes, et f : E — E’ et g : F — F’ deux

applications. Alors f(X) et g(Y) sont indépendantes.
IV.2 Indépendance, espérance et variance

Théoreme 11 .
Soient X et Y deux v.a.r. Si X et Y sont indépendantes, alors E(XY) = E(X)E(Y).

Corollaire T .
Soient X et Y deux v.a.r. Si X et Y sont indépendantes, alors V(X +Y) = V(X) + V(Y).

Théoreme 12.
Soient X7, ..., X, des v.a.r. indépendantes deux & deux, alors V(X3 + -+ X,,) = V(X1) + -+ - + V(X,).

IV.3 Indépendance mutuelle

Théoréeme 13 .

Soient p € [0,1] et X3, X5, ..., X,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que Vi, X; ~
B(p). Alors X7 + Xo + -+ - + X, ~ B(n, p).
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V  Vecteurs aléatoires

V.1 Exemples

Remarque 7

"Théoréme de Nil Venet" : quitte a considérer que €2 modélise la réalisation de toutes les expériences aléatoires possibles

et imaginables, on peut toujours considérer que deux variables aléatoires quelconques sont définies sur le méme univers €.

V.2 Lois associées a un vecteur aléatoire
Définition 8 .
Soit Z = (if) un couple aléatoire.

e On appelle loi conjointe de X et Y la loi de Z.

e On appelle lois marginales de Z les lois de X et Y.

Remarque 8

1. Le tableau donne seulement les P(Z = (x,y)) mais d’aprés cela suffit.

2. Le tableau de la loi conjointe illustre qu’en général on a seulement (X,Y)(Q)

3. Une fois obtenu le tableau de la loi conjointe, on en déduit les lois marginales en

4. Cet exemple en particulier illustre que

5. Cependant,

Définition 9.
Soit Z = (if) et A € X(2). On appelle loi de Y conditionnellement & X € A (ou loi de Y sachant X € A)

PY(Q) — [0,1]
B — Pxea(Y €B) -

I’application {

V.3 Covariance
Définition 10 .

Soit (i) un couple aléatoire. On appelle covariance de X et Y le réel Cov(X,Y) = E(X—E(X))(Y —E(Y))).

Théoreme 14 : Koenig-Huygens.
Soit ();) un couple aléatoire. Alors Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
Theoréme 15 .

Soit ();) un couple aléatoire. Si X et Y sont indépendantes alors .........cccccccceeeee.

Remarque 9

La réciproque est fausse et on I’a déja vu!
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En effet :

Théoréeme 16 .

La covariance est une forme bilinéaire, symétrique, et positive (seulement).

Corollaire 2: Cauchy-Schwarz.

Soit ();) un couple aléatoire. Alors |Cov(X,Y)| < o(X)o(Y).

Théoreme 17 .
Soient X, ..., X,, des var sur Q. V(X; +-- -+ X,,) =

V.4 Indépendance vs décorrélation

Définition 11 .
Cov(X,Y)

Soit (if) un couple aléatoire. On appelle coefficient de corrélation de X et Y le réel pxy = (K)o (¥)"

Définition 12

Soit ();) un couple aléatoire. On dit que X et Y sont décorrélées lorsqu’on a pxy =0, i.e. Cov(X,Y) = 0.

Lemme T.
Soit X une v.a.r. finie. On a V(X) = 0 < X constante.

Corollaire 3.

Soit ();) un couple aléatoire avec X non constante. On a |px’y} =1¢&3(a,b) eR? Y =aX +b.
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\end exemple \end document
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES.I

Contexte : dans tout le chapitre, I désigne un intervalle non trivial, et K désigne R ou C.

Notation 1 Pour gagner un peu de place et de temps :
ED : Equation différentielle.
EDL : Equation différentielle linéaire.

Notation 2 Pour gagner un peu de place et de temps :
ED : Equation différentielle.
EDL : Equation différentielle linéaire.

I Généralités sur les EDL

I.1 Terminologie

Définition 1: EDL surI.

On appelle EDL sur I une équation dont I'inconnue est une fonction y € D" et de la forme
Vt, an(®)y™ () + -+ a1 (t)y' (t) + ao(t)y(t) = b(t) o :

e n € N est appelé 'ordre de 'EDL;
e ag,ay,...,a, € C(I,K) sont appelés les coefficients de 'EDL;
o b e C(I,K) est appelé le second membre de I'EDL.

Définition 2 : Solution d’une EDL.

On appelle solution locale de 'EDL un couple (J,y) avec J un intervalle inclus dans I et y € D"(J,K) qui
vérifie I’équation (pour ¢ € J). Pour J = I on parle de solution globale, celles qui nous intéressent en priorité.

1.2 Théoréme de Cauchy-linéaire.

Définition 3 :  Probleme de Cauchy.

On appelle probleme de Cauchy un systeme de la forme

Y™ (t) + an1 0y TIE) + - + ao(D)y(t) = b(t)
y(to) = ao

y" =D (to) = a1

oty € I et (v, ...,an—1) € K" (Et o les a; et b sont D"(I,K) comme d’habitude.)

Théoréme 1: Cauchy linéaire.

Un probléeme de Cauchy a toujours une unique solution.

1.3 Théoréme de structure affine
Théoréme 2 : de structure affine.

L’ensemble des solutions (globales) d’une EDL résolue est un sea de direction l’ensemble des solutions de
I’EDLH associée. Sa dimension est 1’'ordre de 'EDL.

Théoreme 3 : Principe de superposition.

Soient ag, . .., an,b,b; € D"(I,K).

Si y; est solution de ™ (t) + an_1()y ™=V (t) + -+ + ag(t)y(t) = by (t)
et o est solution de y™ () + a,_1(t)y" V() + - + ao(t)y(t) = ba(t);

alors Ay; + pys est solution de 3™ () + an_1(1)y =V () + - + aog(t)y(t) = Aby (t) + pba(t).

b
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II EDL du premier ordre

II.1 Cas résolu homogéne

Théoréeme 4 .

L’ensemble des solutions globales est ou

II.2 Cas résolu non homogéne

Théoreme &5 : Variations de la constante.

En gardant les mémes notations que précédemment, on peut toujours trouver une solution particuliere de la
forme t +— K (t)e®) & I'aide d’un simple calcul de primitive.

I1.3 Cas non résolu
IIT EDL du second ordre a coefficients constants

III.1 Cas homogéne
Définition 4.
On appelle polynéme caractéristique de I’EDL le polynéme X (X) = aX 240X +ec.

Théoreme 6 : Second ordre & coefficients constants, cas homogéene.

Notons Sy 'ensemble des solutions globales.

1. Si X adeux racines 1,72 dans K alors I’ensemble des solutions est Sy = {t — Ae"t 4+ Ber2t (g) € K2}.

2. Si X aune racine double 7o dans K alors ’ensemble des solutions est Sg = {t > (A+Bt)e™t, (g) € K2}.

3. Por K = R, si X a deux racines complexes conjuguées « + iw et o — iw alors on a
Sy = {t — e (A cos(wt) + Bsin(wt)), (g) z RQ}.

III.2 Cas d’un second membre de la forme P(t)e"

Théoréme 7 .

L’équation ay”(t) + by’ (t) + cy(t) = P(t)e" a toujours une solution particuliere de la forme t*Q(t)e?" ot :
1 est la multiplicité de v comme racine de Y
Q est un polynome de méme degré que P.

IV Autres équations différentielles

IV.1 Meéthode d’Euler

Remarque 1

Meéme dans le cas y'(t) + a(t)y(t) = b(t) la méthode d’Euler peut étre utile car
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IV.2 Changement de fonction inconnue
IV.3 Changement de variable

IV.4 Equations & variables séparées



Def. 1: trou
A1(X)Ba(X) = A2(X)B1(X)
Prop-Def. 2: Dem.

Existance Soit 4 € K[X]
Notons D := AA B

| Sl

Puis ¢ -
D

D
Par homogénéité de PGCD :

ANB=1
On note pu le coefficient dominant de B puis
A
P=—
7
B
Q="
I

PAQ=1

: P_A_ A

On a bien 0=%5=5
(Q unitaire

Unicité Supposons avoir deux formes irréductibles

A_bH_ b
B Q1 @
donc PlQQ = PQQl
On a
Q1 |P1Q>
PAQ =1
donc Q1]Q2 d’apres le lemme de Gauss
Q21Q1 de méme

Or @1, Q2 sont unitaires donc Q1 = Q-
En réinjectant et par intégrité P, = P»

Exercice 1
P'AP =1 <= P unitaire et toutes ses racines sont simples

Prop-Def. 3 dem. L’indépendance au représentant choisi



olQ

Prop-Def. 5 dem. Soit F' = % =
e AxD=CxB

On veut montrer

A'B-AB" C'D-D'C
B2 - D2
< D*(A'B-B'A)=B*(C'D-D'C)
<= A'BD? - ADB'D = C'B*DB — CD'B?
<= A'BD? - BCB'D =C'BDB - ADD'B
<= BD(A'D - CB')=BD(C'B - AD’)
<~ AD-CB =C'B—-AD'
<= A'D+ AD'=C'B+CB’
< (AD) = (BCY

C’est vrai, ouf!!!

Exemple 1

aX +b
cX +d

Exemple 2: Trou juste avant

F' <degF -1

Exemple 2

cX +d (cX + d)?
_ad—bc
(X +d)?
=9

. (aX+b>/ _ a(eX +d) —e(aX +b)

Def. 7: Reformulation, trous
1. X n’est ni un zéro ni un podle.
2. X est un zéro de multiplicité a — b

3. A est pole de multiplicité b — a

Remgq. 5: Trou les zéros de %



Prop-Def. 9: Dem. D’apres le théoreme de division euclidienne

A =BQ+R
MQ,R), {Q €K[X]
R € KdegB—l[X]
F =Q+ 4%
= QK. {Q KX
deg R < degB
F =Q+G
K[X
— 3@, R), @ € KIX]
deg(BG) —degB <0
—_—
deg G
. : ; X3+y2x
Ezxemple: partie polynomiale de %
X3+2X+1 ] X2-1
X3 -X X
3X+1
X34+2X+1 L3X 1
X2—-1 =~ X2 +1

partie polynomiale

Thm. 2 SiB=p(X — A1) - (X — \,) alors il existe @ unique et (aq,

Qg Qo

X-n T XN,

A
597

A

et @ est la partie polynomiale de &

...,y ) uniques tels que

Thm. 2: Dem. D’apres le théoreme de division euclidienne, il suffit de montrer que

aq
R a7
VR € Rueg p_1[X], 3 eK", = N
deg B 1[ ] B X _ )\1 +
Qn
E =K"
Notons ¢ F = & Kaeg B—1[X]
—_————
polynémes de degré < deg B
E — F
g
¢ : [ Qn
oy Tt 3o,
an
On a




dlm (KdegB—l[X]) =n
1
— dim (BKdegB—l[X]> =n

et dimK"” =n

¢ est linéaire par distributivité de - sur +
Par caractérisation des isomorphismes en dimension finie:

¢ bijective <= ¢ injective

a1
(0%} [67%
Ker ¢ = : K" i, -0
er ¢ : S "X + X n
Qp
OI' (XE)\17 XEA27 ey XEA,L) est lib’/‘@
Donc Ker ¢ = {0} donc ¢ est bijective
q a7
i.e.V% eF, 3| 1 |eK, o 1 | = %
an, an,
aq
i.e.VRERdengl[XL ! e K", %:Xafl)\]—'—...—’—x(in)\n
a?i
Exemple DES de m
1 aX+p8 X +6

(X2 +1)(X24+4) X2+1 X244

Passons par C(X)

1 _a n b n c n d
(X24+1)(X24+4) X—i X+i X—-2i X+2

1 7
e X —i)(... X —i =—— X =i
(X—i—i)(X—i)aJr( (.. x( i)a 5 = i
b:E:% par unicité de la DES

1 7
X —i)(... X —2i = — X =2
r ez tEO6) X (X =2a 2 !
b:E:—ll—2 par unicité de la DES

En regroupant chaque pole avec son conjugué:



1 _1 1 1 +i 1 1
(X2+1)(X2+4) 6\X+i X—i 12\ X -2 X+2i

12 N 1 —4
T6X241 12X2+44
1/3 1/3

T X211 X244

Thm. 3: Dem.

T

P=p]Jx—x)m™

i=1

deg P = i Mg
k=1

P =
En général:

/
ul"'“'i—l'“i'ui+1"'un

PO
’:]:
&g
\’/\
Il
M-

r

Pr=p ) (X = A)™ XX (X = X)) ™ x (X = A)™) % (X = Xign) ™+ X (X = )™

k=1
P (X =)™ X (X = A )™ X m X (X = Ma)™ X x (X =A™
P o — (X — )\1)m1 X ... X (X — )\ifl)mlfl X (X — )\Z)Wh X (X — )\¢+1)mi+1 X ... X (X — )\r>mT
_ Z mi
B X -\

~
Il
iR

App. 7 Cherchons les solutions non nulles
Notons n := deg P

PP < 3QeR[X], P=P' xQ
< IQ eRX], P=P' xQ pour des raisons de degré

/

1
< NER, P=P x —(X-)) pour des raisons de coefficient dominant < I\ € R, =
n

<— INER,P=puX-AN)"

n
X =




