Endomorphismes nilpotents

Thémes : espaces vectoriels, applications linéadiegension finie
Dans tout le problem& désigneR ou C.

Soit F un K -espace vectoriel de dimension finie non nulle.
On noteo I'endomorphisme nul d&/ et Id 'endomorphisme identité.

Pourn eN et f endomorphisme d& , on définit par récurrence I'endomorphisrfie par :

f°=1d, etpourtoutn €N, f"* = fof".

Un endomorphismg de E est dit nilpotent si et seulement s'il existes N* tel que /" =46 .
Notons qu’alors, pour tout entier>n, f* =a.
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Partie | — Deux exemples

Dans cette questiol = K" espace vectoriel des uplets d’éléments d& .
Soit ¢ : K" — K" définie pary(z,,z,,...,z, )= (0,2, ... &, ).

Justifier quep est un endomorphisme d€" .

Déterminer la dimension de I'image et du nogad’endomorphismep .

Montrer quep est nilpotent.

Dans cette questioll = K, [ X] espace vectoriel des polyndmes de degrés inférmuégaux & € N*.
Soit A:K, [X]— K, [X] définie parA(P) = P(X +1)— P(X).

Justifier queA est un endomorphisme @&, [X]|.

SoitP €K, [X].

DéterminerdegA (P ) en distinguant les cas selon gieest, ou n’est pas un polyndme constant.

Déterminer image et noyau de.
Etablir queA est un endomorphisme nilpotent.

Partie Il — Etude générale

Soit f et ¢ des endomorphismes de.
Justifier que sf est nilpotent et qu¢ et ¢ commutent alorg o g est nilpotent.
Justifier que sff o g est nilpotent alorg o f est nilpotent.

On suppose qug est nilpotent.
Montrer que I'endomorphismil— f est inversible.

Soit f un endomorphisme nilpotent de.

Justifier I'existence d’un plus petit entierc N* tel que /" =0 .

Celui-ci est appelé indice de nilpotence de I'endgrhisme nilpotentf , on le notev(f) .
Soit f un endomorphisme nilpotent de.

L'objectif de cette question est d’établir quéf) <dimE .

Pour cela on pose, pour topte N, N =kerf”.

DéterminerN,,,, .

Montrer que pourtot e N, N, CN ;.

Montrer que s'il existe € N tel quedimN = dimN

p+1?

alors pourtoug e N, N =N __ .

Conclure.



Partie Il - Commutant d’'un endomorphisme nilpoteraximal

Soit f un endomorphisme nilpotent de tel quev(f) =dimE .
Pour alléger la suite, nous convenons de notew lieu dev(f) l'indice de nilpotence de¢f .

On noteC'(f) I'ensemble des endomorphismes Becommutant aveq .
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Montrer queC'(f) est un sous-espace vectoriel f€F) .

Soitg € C(f) .

Justifier qu'il exister, € E tel que f"*(7,) = o .

Montrer que la famille de vecteus= (Z,, f(Z,),...,.f" " (%,)) constitue une base dé.

On noteqy, a,,...,a, , € K les composantes du vectey(z,) dans la basé .

Exprimer, pour tout: € {0,1,... - ]} g(f"(#,)) comme combinaison linéaire des vecteurdide
En déduire qug = a, ld+a,f ++-+a, f"".

Conclure quel(f) = Vect(ld,f .f% ... .f* ).

Déterminer la dimension d&(f) .



