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Correction

Partie |

¢ : K" — K" est bien définie.

Soit \,peK etz =(z,...,z,)eK" ety=(y,,...,y,)€K".

oAz 4 py) = oAy + puy,- Az, + 1y, ) = (OAZ + pyy oo Az, + oy, )= Ao @)+ e ).
Donc ¢ est bien un endomorphisme &¢ .

z=(z,....z,)ekerp = pk)=(0,.. O =12,=...=2,_,= C

Donc suitekery = {(0.... ,0z, ) fr, € K} = Vect{ aveci = (0,...,0,1)=37 .

Ainsi dimkery = 1et par le théoreme du ramgm Ime =n — 1.

<p2(xl,...,xn): 0,0z, ,.. x, , ),...,4p"”1(xl,...,xn): ©,...,0x,) et " (z,,...,2,)= (0,...,0).
Ainsi ¢" =0 ety est donc un endomorphisme nilpotent.

A:K,[X]— K, [X] est bien définie car siegP <n alorsdegP (X + 1)- deg® ¥ Xn.

Si P est constant alor&(X +1)= P(X) donc A(P)=0 eton adegA P )= —o0.

Si P non constant alors on peut écrire :

P=a,X"+Q avecp=degP , a, c K* etdeg) <p— 1.

OnaalorsA(P)=a,(X +1)" —a, X" + QX +1)-Q(X)= papo_l + R(X) avecdegR < p— 1car la
puissance d'exposant—1 du polyndme@ s’est simplifiée dans la différene@(X +1)—Q(X).

Par suitedegA P )=p— 1.

Par ce qui précedeerA est formé des polyndmes constanténet\ C K, [X].

On adimkerA = 1 donc par le théoréme du radgn ImA = dimK, [X|—1=n = dimK,_,[X] donc
ImA=K, _,[X].

Pour tout? € K, [X], on adegA (P )< deg? — :doncdegA?® (P )< degP — ...,
degA""™* (P)< deg®? —n+ k (donc A"™(P)=0. Ainsi A""' =5 et A est nilpotent.

Partiell

On suppose qu'il existec N* tel que f" =5 ..

(fog)"=(fog)o(fog)o...o(fog) or f etg commutentdongfog)' = f"og" =0 carf"=a.
Ainsi fog estnilpotent.

On suppose gu'il existe € N* tel que(fog)" =d.
(gof)""=(g0f)o(gof)o...olgof)=go(fog)o...o(fog)of=go(fog) of=05.

Ainsi go f est nilpotent.

On suppose gu'il existe € N* tel que f" =0 .

Id=1d— " = (Id— f)o(ld+ f+---+ f* ") . En posanty = Id+ f +---+ f**, on a
(ld—f)og=go(ld—f)=1d donc Id-f estinversible efld—f) ' =g.

Soit A= {n eN*/ f" = 5} . A estune partie d& , minorée et non vide caf est supposé nilpotent
donc A possede un plus petit élément, c’est notre indiécailpotence.

Puisquef"’ =6 onaN,, =kerf"") = E.

Soit7 e N,,onaf’(¥)=0o donc f"*(@) = f(f*(¥)) = f(6) =0 dou Z€ N . Ainsi N,CN,,.
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Notons queV, C N

p+1

etdimN =dimN , implique N, =N, ,
Par récurrence sure N..

Pourg=0 : ok

Supposons la propriété établie au rang 0.
OnaN,=N, CN, ., .Inversement, soif € N
dou f""(Z)=0 ie.ZeN, .AnsiN,  , CN
Récurrence établie.

La suite(dim N, )

iger-ONAf M Y(F) =5 donc f(X)eN,,, =N

= N, . Par double inclusion I'égalité.

p

p+q p+q

,cn €St une suite croissante d'entiers naturels stadioe égale @imE a partir du

rang v(f) . Par 3.c, des que deux termes consécutifs sonkdgauite devient stationnaire donc la suite

devient stationnaire a partir d’'un rang inférieudien £ et doncv(f) <dimE .

Partielll

C(fycL(E),0eC(f) caroof=foo=0.

Soit \,ueK etg,heC(f). fo(Ag+uh)=Afog+ufoh=>Agof+puhof=(A\g+uh)of donc
Ag+ph e C(f) .

f"t=6 carn estlindice de nilpotence dg. Par suite il existe?, € E tel que f" (Z,) = 5 .
Supposons,z, + A\ f(Z,) ++-+A,_f" (Z)=7.

En appliquantf"* a cette relation A,f"*(#,) +6 4+ =0

Or f"*(#,) =3 donc),=0.

En appliquantf"~2 a la relation initiale on obtientX /" *(7,) = et donc) =0.

On obtient ainsi successivemext=...= A _,=0.

La famille B est donc libre, étant constituée de= dimE vecteurs deF', c’est une base dg .
9(Z,) = agTo +a,f (7)) +"'+an_1fnil(fo) .

9(f(Z)) = f(9(@o) = aof (Fo) +arf *(T )+ +a, f (T ...

9(f" (@) = [ (9(@,) = aof (F)) +ayf @)+ 4a, [T

Introduisonsh = a, ld+a,f + - +a, f"* € L(E).

Pour tout0<k <n—1, g(f*(@,)) = h(f*(Z,)) -

g eth prennent mémes valeurs sur la béggf(Z,),....f" " (@,)) doncg="h .

Par 'étude ci-dessus : Ain6I(f) C {a, Id+a,f +--+a, f"*|ag,....a, ,€K}.

Inversement pouy = a, ld+a,f +---+a, ,f"*,0onagof=a,f+a,f°+--+a, ,f' =fog donc
g€C. Ainsi {ao ld+a,f++a, f" " ag...,a, € K}CC(f).

Par double inclusiorC'(f) = {a, Id+ a,f +--+a, f"*|ag,....a, ;€ K} = Vect(ldf ,.. f).
La famille (Id, f,...,f" ™) est génératrice d€'(f) .

De plus sia, ld+a,f +---+a, ,f" " =0 alors en évaluant eR, : a,7, +a,f(Z)++a, f (T)=0
or la famille (Z,, f(Z,),....f" " (%,)) est libre donar, =a,=---=a, ,=0.

La famille (Id, f,f?,...,f" ") est donc aussi une famille libre.

Finalement(ld, f,f*,...,f" ") est une base dé(f) et doncdimC (f)=n.



