Correction

d’aprés Mines de Sup 1998

1. La fonction¢ — ¢+ arctan: est strictement croissante et s’annule en 0. & @ est solution de
I'équation et c’est la seule.

2.a L’applicationt — ————— est définie et continue siR" .
t +arctant
Pour toutz > 0, cette fonction est continue par morceaux sued;ment[x, 2x} donc
2 dt : e
flz)= f ———— est bien définie.
+ t4arctan
Pour toutz < 0, un argument semblable relatif au segn{émtz} permet aussi de conclure.

2.b  Parle changement de variable- —¢, on obtientf(—z) = f(z) donc f est paire.

2.c  L'applicationt — 1 est continue sur I’intervall@,qtoo[, elle y admet donc une primitive .
t 4 arctan
On a alorsf(x) = H(2z)— H (z) . La fonction H est dérivable et de dérivéE® donc elle est elle-méme
2 1

C™ . Par opérationsf estC™ et f'(z)=2H'(2z)— H' (z)= — )
P 4 1@ (2r) @ 2z +arctan2 -+ arctan

2.d  Par étude de fonctionsarctan 2 < 2arctan sur R*. Par suitef’(z) >0 sur}0,+oo[. La fonction f

est croissante sU,+oc| . Par parité, elle est décroissant suso,( .

2z 2z 2
f(I)*fm %Sj; arctarny dtgzzﬁ g.C:% convient.

t(t +arctary ) $2
zdt 1 2 dt
3.b L t—z_zw etfq; 7_|n2 donc f(z)——5—In2.

3.a

1
o
4b Ve>0, 3a>0, VO<t<a, |g(t)<c.
Pour0<z <a/2, on a pour tout €[z, 2z], ¢t €]0,a] donc|g(t)| <c.

4.a Par calcul&:%, b=

Par suite sup|g ¢ )< . Ainsi, Ve >0, 33>0, V0<z <3,
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suplg ¢ ) <

16127

On peut conclurelim sup|g ¢) = 0.

=0+ te[i 21

4.c  h(t)=te(t) aveCeHO .

U h(t)dt‘< sup|e ¢ f, tdtf— sup|s(|)z =o ¢° car sup|e¢] C.
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4.d  Parintégration de la relaUenl— —+bt+o(t) entrez et 2z : f(z)=aln 2+§bxz+0(zz).
t+arctant ¢ 2

4.e  On prolonge par continuité par la valg‘taﬁ)zéln 2.

f admettant un DL & 'ordre 1 en 0, elle est déreat ici f'(0)= 0 (facteur dez ).

4.f  Lacourbe est au dessus de sa tangente (htaiegpen 0 comme l'assure le signe du teF:;m&z +o(z?)

ou encore le tableau des variationsjfde

. 2 1 1
4, On ne peut pas dériver les DL. Cepen = - donne f'(z) ~ =z .
g P P pendd(e) 2z +arctanz 2z -+ arctan /@) 4I

4.n  Cet équivalent fournit un DL & l'ordre 1 pertaet de conclure qu¢’ est dérivable en 0 et que

1"©0)=0



