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Déterminant de Vandermonde'

On appelle matrice de Vandermonde 'une des deux matrices suivantes :
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L’une est la transposée de l’autre donc ces deux matrices ont le méme déterminant D(ay, ..., an).

On l’appelle déterminant de Vandermonde.

Dans cette activité, on démontrer le résultat suivant, qui fait partie du programme :

D(al,...,an):Haj—ai

i<j
Exemples
1. Vérifier le résultat pour n = 1, n = 2 et n = 3... et, pourquoi pas, pour n = 0!

2. Le résultat est évident s'il existe ¢ < j tels que a; = a;. Pourquoi?

Par opérations élémentaires
On part de V(ay,...,ay). Si on préfere W(ay,...,a,), remplacer ligne par colonne (et inversement) dans la suite.
3. Exécuter les opérations élémentaires L; < L; — (a1 X L;—1) pour ¢ = n, puis ¢ =n — 1, puis ..., puis ¢ = 2.

4. En utilisant un développement par rapport a la premiére colonne et la n-linéarité, obtenir une relation de récur-
rence sur D(ay,...,ay).

5. Conclure.

Avec un polynéme
On se place ici uniquement dans le cas ou les a; sont distincts, les autres cas étant triviaux d’aprés la question 2.

On note K4[X] ensemble des polynomes de degrés inférieur ou égal & d. On rappelle le résultat suivant sur les

polynomes : si P(X) € Ky[X] a d racines distinctes Ay, ..., A\g alors P(X) peut se factoriser sous la forme

d
P(X)=pu [] (X — A\g), ott p est le coefficient de X9 dans P(X).
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On consideére le déterminant P(X) = D(aq,...,a,-1,X) de V(ay,...,ap—1,X) = 1 2 3 e
it oayt odyt o X!

6. En développant par rapport & la derniére colonne, justifier que P(X) est un polynome de degré au plus n—1en X.
Donner le coefficient de X"~ ! dans P(X).

7. Justifier que ay, aq, ..., a,—1 sont des racines de P(X).
8. En utilisant le rappel, donner I'expression factorisée de P(X) et en déduire D(aq,...,a,).

Il existe encore bien d’autres méthodes de calcul de ce déterminant, mais il faut rester raisonnable...
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