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Déterminant de Vandermonde

On appelle matrice de Vandermonde l'une des deux matrices suivantes :

V (a1, . . . , an) =


1 1 1 . . . 1
a1 a2 a3 . . . an
a21 a22 a23 . . . a2n
...

...
...

...

an−11 an−12 an−13 . . . an−1n

 =

(
aj

i−1
)
i,j

ou W (a1, . . . , an) =


1 a1 a1

2 . . . a1
n−1

1 a2 a2
2 . . . a2

n−1

1 a3 a3
2 . . . a3

n−1

...
...

...
...

1 an an
2 . . . an

n−1

 =

(
ai

j−1
)
i,j

L'une est la transposée de l'autre donc ces deux matrices ont le même déterminant D(a1, . . . , an).

On l'appelle déterminant de Vandermonde.

Dans cette activité, on démontrer le résultat suivant, qui fait partie du programme :

D(a1, . . . , an) =
∏
i<j

aj − ai

Exemples

1. Véri�er le résultat pour n = 1, n = 2 et n = 3... et, pourquoi pas, pour n = 0 !

2. Le résultat est évident s'il existe i < j tels que ai = aj . Pourquoi ?

Par opérations élémentaires

On part de V (a1, . . . , an). Si on préfère W (a1, . . . , an), remplacer ligne par colonne (et inversement) dans la suite.

3. Exécuter les opérations élémentaires Li ← Li − (a1 × Li−1) pour i = n, puis i = n− 1, puis . . ., puis i = 2.

4. En utilisant un développement par rapport à la première colonne et la n-linéarité, obtenir une relation de récur-
rence sur D(a1, . . . , an).

5. Conclure.

Avec un polynôme

On se place ici uniquement dans le cas où les ai sont distincts, les autres cas étant triviaux d'après la question 2.

On note Kd[X] l'ensemble des polynômes de degrés inférieur ou égal à d. On rappelle le résultat suivant sur les

polynômes : si P (X) ∈ Kd[X] a d racines distinctes λ1, . . ., λd alors P (X) peut se factoriser sous la forme

P (X) = µ
d∏

k=1

(X − λk), où µ est le coe�cient de Xd dans P (X).

On considère le déterminant P (X) = D(a1, . . . , an−1, X) de V (a1, . . . , an−1, X) =


1 1 1 . . . 1
a1 a2 a3 . . . X
a21 a22 a23 . . . X2

...
...

...
...

an−11 an−12 an−13 . . . Xn−1

.

6. En développant par rapport à la dernière colonne, justi�er que P (X) est un polynôme de degré au plus n−1 en X.
Donner le coe�cient de Xn−1 dans P (X).

7. Justi�er que a1, a2, . . ., an−1 sont des racines de P (X).

8. En utilisant le rappel, donner l'expression factorisée de P (X) et en déduire D(a1, . . . , an).

Il existe encore bien d'autres méthodes de calcul de ce déterminant, mais il faut rester raisonnable...
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