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2 Déterminants de n vecteurs

2.1 Définition

Définition 1 Déterminant dans la base B = (e1,...,ep) de E

— K

En
det : n
B (1,0 yTn) — Zaesn (o) [Tizs #o(i)

| 1

ou vj, j

| B Lnj

Remarque 1

detg(B) =1
Lemme 1

Soit B une base de E.

Vf € Au(E), f = [(B) - det

Démonstration

A (E) est une droite!

An(E) = Vect dgt

Donc il existe A € K tel que
= Adet
F=2dg

On évalue en B

F(B) = Adet(B) = A

Théoreme 1  Formule de changement de base

Soient B1, By deux bases.

i = el o



Démonstration

f =detg, € A,(E). On applique le lemme pour B = BB

“Si on change de base, le déterminant est multiplié par une constante, qui est detgp,(B1)”

Exemple 1

B est bien une base de R? car (;) I (?)

On utilise la définition

Q.
&)
o+
7N
VOURS
< 8
~~_
RS
-
~_
~_
Il
Q
m
g
2
2
N

) (0
Y) oya \t/ 62)2

_2y—x2z—-t 2rx—y2-—z

o=id o=Tij

3 3 3 3
_dyz — 2yt — 2xz 4wt — (4ot — 2wz — 2yt + y2)
B 9
_ 3yz —3uxt
9
_wt—yz
-3



Formule de changement de base

B
dgt ((Z) , <§>> = dgt(l’j’) dgt ((Z) , <i)> par changement de base

Corollaire 1

Soient Bi, B> deux bases.

det(By) x det(B1) = 1

Démonstration

1= dBelt(Bl)

= c}get(b@) . c}get(Bl) par changement de base
1 2

2.2 Déterminants et bases

Théoréme 2

Soit U une famille de n vecteurs de E. Sont équivalentes:
1. U est une base de E
2. VB base de E,detg(U) # 0
3. 3B base de E,detg(U) # 0



Démonstration

1 = 2 On suppose que U est une base. Soit B une base. Alors
=1
dgt(l/{) X dLe{t(B) £0

done {detg(u) £0
dety(B) #0

2 — 3 Par existance des bases.

3 = 1 Par contraposition.
On suppose que U n’est pas une base. Comme U a n vecteurs, U est liée.
U est de la forme (ug, .. .,ui_l,z#j AjUs, Wity - -y Up)
Montrons VB base de E, detp(U) =0
Soit B une base de E.

dgt Uty eeey Uj—1, E ‘)\lej,’UJi_;,_l,...,’UJn = E ‘)\jdgt(ul,...,ui_l,uj,ui+1, ,’U,n)
i#£j i#£j un atreu wu;
=) A x0=0
i#]

Remarque 2 K=R

Soient Bi, By deux bases. Alors

det(By) > 0 ¥ det < 0
Bl Bl

Définition 2
Pour K =R, on dit que deux bases By et By ont la méme orientation lorsque detg, (B2) > 0

Théoréme 3

Pour K =R et n > 1, la relation “avoir la méme orientation” est une relation d’équivalence ayant exactement
2 classes d’équivalences

Démonstration

X0



Orienter E, c’est choisir une base remarquable E et la décrété directe.
Cela détermine toutes les bases directes et toutes les bases indirectes.
Si E a une bases canonique, on la décrete directe !

Lemme 2

On suppose K =R et E euclidien. Soient By, By deux b.o.n.
Comment calculer detu?

Théoréme 4

Soit B = (e1,...,&pn) une base de £
Alors

detu = det(u(eq),...,u(e,))

Ce qui donne un moyen effectif de calcul de detu

Démonstration

Vf € An(E), fu =detu- f

En particulier Vf € A, (E), f.(B) = detuf(B)

ie Vfe A, (E), f(u(er),...,ule,)) =detu- f(e,...

Pour f = detg on obtient:

dgt(u(el), .oou(ey)) = det udgt(B)

——
1

Comment calculer detu?

2.3 Déterminant d’une matrice

Définition 3  Déterminant de M € M, (K) det M

Z £(o) H Mo (3),i
i=1

oc€Sn



Remarque 3

On a donc det M = det fas
En effet,

det fpr = dgt(fM(el)v ooy fulen))
= dgt(M X 61,..-7M X en)

mi1 Min
dcet yt

I
)
S
(e
3
K

Théoréme 5

Soit u € L(E) et B une base de £
Alors

det(Matg u) = det u

Démonstration

Soit B = (61, c. ,En)

det Matgu = u(er) s u(en)

| mi;

En notant u(s;) on a donc

| B Mn;

det Matgu = Z E(U)ﬁma(i),i
i=1

o€Sy

Et

detu = det(u(er), .., u(en))

= Z e(o) Hma(i),i par définition
i=1

o€Sn



Corollaire 2

det : M,,(K) — K est un invariant de similitude

2.4 Propriétés

Remarque 4

1. detidg =1
2. det I, =1

Démonstration

1. Soit B une base de E donc

Théoréme 6

1. Soient u,v € L(E) alors

2. Soient M, N € M, (K) alors

detidg = dgt ldE(B>
= dgt(B)

det I,, = det f1,
= detid
=1

det(uowv) =detudetv

det(M x N) = det M det N



Démonstration

1. Soit B une base de E
det(uowv) = dgt(u ov(B))
= c}get(u([)’)) fu avec f = dgt etu=v

= detw dgt(u(B))

=detvdetu

2. [Bieth. 1

det(M X N) =det farxn

= det(fa o fn) M v+ fpr est un isomorphisme d’algebre
= det fas det fn d’apres 1.
=det M det N par définition

f(xy),...,v(zn)) =detuf(z,...,zn)
dgt(v ou(er),...,vou(e,)) = detvdgt(u(f-:l), oo uleR))

det(vowu) =detu

Exercice 1  Déterminant d’une symétrie

Soit s € L(F) tel que sos =1idg
Alors

dets = +1

Montrons-le

det(s o s) = det(—id)
ie detsdets=1
ie dets==1



Soit B la base adaptée a la somme directe
E =Ker(s — id) ® Ker(s + id)

det s = det Matg s
1 (0)

(0) -1
. (7 1)dim Ker(s+id)

1
_J—1 si dimKer(s+id) € 2N +1
|t sinon

Remarque 5

1. det : GL(FE) — K* est bien définie et ¢’est un morphisme de groupe
2. det : GL,(K) — K*

Démonstration

1. Alors 1 = detid = det(uou™!) = detudet u=!
Donc detu # 0 (et detu™! = —— )

detu

Ceci étant vrai pour tout u € GL(E), application est bien définie.
On a déja vu Yu,v € GL(E), det(u o v) = det udet v donc c¢’est un morphisme de groupe

2. Idem avec fys et fn

Théoréme 7  Formule de la transposée

Soit M € M,,(K)
Alors

det M = det M



Démonstration

Notons M = (m;;);; Par définition:

det'M = Z e(o)ﬁmi,g(i)
i=1

oESR
n
= Z (o) H Me-1(4,5 par changement d’indice j = o (i) car o bijective
ocES, j=1
n
= Z e(6™h) H M5 (5).5 par changement d’indice § = o~ !
5es, j=1

Pour 0 € S, : 0(67 1) =e(6)7! = ¢(6) car (£1)"! = £1 (et bute = {+1,—-1} )

Donc

det M = Z e(9) ﬁ M (3),i
j=1

0ESH
=det M

3 Méthode de calcul d’un déterminant

3.1 Effet d’une opération élémentaire

Théoréme 8
L,
SOit M = = C1
L |
Soiti#jet AeR

1. La transvection (C; < C; + ACj) préserve le déterminant

|
Cn | € M,(K)

2. La dilataion (C; + AC;) multipie le déterminant

3. La permutation (C; <+ C;) oppose le déterminant

Démonstration On fait juste les lignes

dgt(Cl,...,C’i+)\Cj,...,C’n) :dgt(Cl,...,Ci,...,Cn)+)\dgt(Cl,...,Cj,...,Cn)

=detM +Ax0

10

par n-linéairité

par caractere alterné



dgt(Cl,...,uCi,...,Cn) = udgt(Cl,...,Ci,...,Cn)
= pudet M

dgt(Cl, o Chy Gy ) = —dgt(Cl, GGG C) par antisymétrie

Remarque 6

Les opérations élémentaire permettent de calculer le déterminant de Vandermonde

1 a - aft
1 o N ag_l
det | . . . = H o —
B : 1<i<j<n
1 Qo e O[z_l

3.2 Déterminants par blocs

Remarque 7

Une matrice par bloc est une matrice de forme:

(D) € Morare®

A eM,, (K)
B ,
ot € M, s(K)
C e My (K)
D e M,ys(K)
ou plus généralement
Ap | A |- | Ay
Agr | Agg | -+ | Agy
Aq ‘ ’ ‘qu

11



Théoréme 9

Par définition du produit matriciel

<>
m} A|B X
ny C|D

_ ( AA'+ BC' | AB' + BD'
~ \CA+DC" | CB + DD

On a un résultat analogue avec plus de blocs.

Théoréme 10

A e M,(K)
Soient ¢ B € M, (K).
D e My(K)
A|B
det ( 071D ) =det Adet D
Démonstration
Notons 1 = p+ ¢ Notons C, = (e1,...,€e,) labase canon?quo de K?
Cy = (e1,...,e4) la base canonique de K9
KP — K
| |
P . vz, |B
osons f (x1,...,2p) > det x|1 :10|
o [D
On a
f e A(KP)
donc f = f(Cp)dCet
A | B
a 4]2)=sn
= £(Cy) det(4)
. A|BY\ _ I, | B
ie det( ©) | D ) detAxdet< ©) | D )
Or

I
det A x det P
( (0)

B caoan( 5] D)

12



, car en notant B = (b;;);;, on fait

p
Cpa1  Cpp1 — ¥ _ b Ci

i=1

D
Cp+q — Cp+q - Z biqci

i=1

K4 - K
L | (0
Notons g : | |
Y1,y Yq) > det
! O | y1 - yq
| |
g € Ag(K?)donc g = g(Cy) dcet
I, 1(0) ) _
et (g5 =90
I, | (0) )
= det D
( ) | 1
—————
det I, =1
Conclusion

(o) s

(15)

= det Adet D
Remarque 8
Siu € L(F) et B une base de E
tels que
P | g
> <>
Matg(u)=| A | B
©) | D
Alors B = (u1,...,Up,v1,. ..,V est une base adaptée & une somme directe F & G = E
—_— ——

cr eG
telle que F est stable par u, i.e. u induit un endomorphisme sur F, i.e. u}? € L(F)

13



Théoréme 11

1. det <A (0)> = det Adet D

C D
A1 | (0) ] (0) ] (0)
- | A2 [ (0) | (0)
2. det .
(0
An
Ay
3. det )| - . =det A;---det 4,
(0) [ (0) | An
Av (0) (0)
An
A (0) (0)
5. dett| . . (0) =1\
A7L
Av (0) (0)
6. det? ©0) . (0) =AM\
©0) (0 A
A (0) (0)
7. det? (0) )| = det(Al,) = A"
©0) (©) A

3.3 Développements

Notation 1  Rappel

On note M;; la matrice obtenue en barrant le coefficient en ligne ¢ et colonne j de la matrice M

Définition 4  (4,j) cofacteur de M

COfi_’j(M) = (—1)i+j det M7]

Théoréme 12

1. dev/i éme ligne det M = Z?zl(—l)“'j det M;;jm;; = Z?Zl cof; ;(M)my;

2. dev/j éme colonne det M = Y7 | (—1)"7 det M;;m;; = Y i, cof; ;j(M)my;

14



Démonstration

| | mi Min
Notons M =| Cy --- C, | =
| | Mnp1 Man
Quitte a transposer il suffit de montrer 2.
det M = dcet(Cl,...,Cj,...,C’n)
= (—1)j_1 dcet(cjycl7'"7Cj—17Oj+la"‘

signature du j-cycle

= (71)j_1 dcet (Z m;;e;, Ciy.o, ijl, Cj+1, .

i=1
n

= Z(—l)jilmij dgt(ei, Cl, “en

i=1

Par antisymétrie et en appliquant sur les lignes le i-cycle (1 2 ...

appliquant le k-cycle

> (-1
> (-1

i+j=2 det(Mij)mij

3.4 Co-matrice

Définition 5  Comatrice de M € M,,(K)

Com(M) = (cof; ;(M))

Exemple 2 n>2

1
Com‘
1

j_lmij dgt(el, C’l, ey én

,Cj_1,Cj+1, .. .,Cn)

1
l = ((—=1)""7 det(1)) .

on applique le j-cycle (1 2 ... j) et par antisymétrie

par n-linéarité

i), en notatnt Cy la colonne obtenue en

par définition

ij

v



Exemple 3

11 +0,1;1,0]  —|1,1;1,0]
Com (|1 0 0)=[-1,1;1,0] ++10,1;1,0]
110 H1,1;0,1) —]0,1;1,1]

-1 1 1

= 1 -1 1

1 1 -1

Exemple 4

a b
Com (c d)

Théoréme 13
Soit M € M,,(K)

1. M xt*Com M =*Com M x M =det M1,

2. det M #0 = M~ ! = dethtComM

Démonstration

exo (I suffit d’utiliser la formule de dev. (ligne ou colonne))

Application 1

1. Pour ad — be # 0,

a b\ ' 1 d
c d ad—be \—¢

[N}
—=_= O
— o
O~
Il

16

+d —c
-b +a

—b

)

+1
,‘0
+|0

3

)

)

0
1
1

)

)

1
1
1

)

b

I

1
1
0]



Application 2 Montrer que GL,(K) = {M € M, (Z), det M = £1}

On note GL,,(Z) 'ensemble des inversibles de 'anneau M,,(Z), i.e. 'ensemble des matrices carrées de taille
n telles que

e les coefficients sont entiers
e l'inverse existe

o les coefficients de [’inverse sont entiers
Soit M € GL,(Z). Alors M~ € GL,(Z)
1=detl,
=det(M x M)

=det M det M1
—— ——

{M € M, (Z)donc detM € Z
Car
€7 €7

M~ e M, (Z)donc det M~ ' cZ

Donc det M € Z* = {+1,-1}

Supposons det M € {+1, —1} donc det M # 0 donc M inversible et

Mt =

e (cofii (M)
——

e{+1,-1}cz

Et pour i,j € [1,n], cof; ; M = (=1) det( M;; )€Z
—— —~~

€L EMy_1(Z)
Dou M~! e Mn(Z)
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