
����� �������� ������ � ���� ����� ��������� � ���������

��������� ���������

✄✂ �✁����������

�������� �� sup(f, g)� inf(f, g)���

������� ���� �� f �� g ���� ���������� ����� |f |� sup(f, g) �� inf(f, g) �� ���� ������

���������� ���� ��� ����� �� ����� � ������� ��� ������� ���� sup(f, g) �� inf(f, g) � ���� �� ������� ���������
������ � |f | = sup(f,−f)�

�������� �� ���� f : R → C�
������� ��� f ��� �������� ��� R �� �� ��������� �� ������� ���������� �� ���� ������ �� C ��� �� ������ �� R�

✄✂ �✁����������� �� ���

�������� �� �� ��������

������� �� �������� X4 − 3X3 + 4X − 1 ������ �� ������� ������� �

�������� �� ��� ����������

���������� ������ ��� ������������ f ∈ C(R+,R+) ������ ��� f ◦ f = idR+
�

�������� �� ������� ������� �������� ����� �������� ����

���� a /∈ {0, 1} �� b ∈ R� �� ���� ϕ = a idR +b = x �→ ax+ b�

�� �������� ���������� ������ ��� ������������ f ∈ C1(R,R) ������ ��� f ◦ f = ϕ�

�� ������� ��� f ��� ���������� ����� ������� �

�� ������� ����� ��� � ��� �� �������� ���� a < 0�

���� �� ����� �� ������� a > 0�

�� ������� ����� � f � ◦ ϕ = f ��

�� �� ������� ��� f � ��� ��������� �������� ���� ��� � 0 < a < 1 ���� a > 1��

�� ���������

�������� �� ������ ���� �� ������ ��������

���� f ∈ C([0, 1], [0, 1])� ������� ��� f � �� ����� ����

�������� �� �� ����������� ���� ��� �������� � �� �������� f :





R → R

x �→
�

sin
�
1
x

�
�� x �= 0

0 �� x = 0.

�� ����������� ��������� ��� ���������� ��������� fa ������� ��� R ��� fa(x) = sin
�
1
x

�
�� x �= 0 �� fa(0) = a�

������ �� � f0 = f �

�� �� ������� ��� f ��� ���� ������������ ��� ������� ������� ��� f ���� ���������� ��� �������� �� �����������
���������� � ���������� ���� ����� �������������� ���� ��� ������������ 0 �� ��� �������

�� ���� ������������� ������� ����� �������� ������ ��� ��� ��� a ���� ��� fa ���� ����

�� �� ������� ��� f ��� ������������
�� � ����� ������ ��� �� ����������� �� ���� ��� �������

�� ���� ������������� ��� ���� �� �� ���������� ����� �������� fa �

�� ���������� ��� ��������� ��� ���������� �� ����������� �� (RR,+) �
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��������� ���������

�� ��������

�������� �� ������ ���� �� ������ ��������

���� f : [0, 1] → [0, 1]�

�� ������� f ��������� ������� ��� f � �� ����� ����

����� �� �� ���� ���� �� �� ��� ���� � ������ g = f − id� g ��� �������� ����� ��������� �� ���� ��������� ���������
�� g(0) = f(0) � 0 ���� f ��� � ������� ���� [0, 1]� �� g(1) = f(1) − 1 � 0 ���� f ��� � ������� ���� [0, 1]�� ����
0 ∈ [g(1), g(0)] �� ���� ������� �� ��� �� ������ ��� ������ �� ���� x ∈ [0, 1] ��� ��� g(x) = 0� �� �� ��� ��� f(x) = x�

�������� �� �� ����������� ���� ��� �������� � �� ��������

f :





R → R

x �→
�

sin
�
1
x

�
�� x �= 0

0 �� x = 0.

�� ����������� ��������� ��� ���������� ��������� fa ������� ��� R ��� fa(x) = sin
�
1
x

�
�� x �= 0 �� fa(0) = a�

������ �� � f0 = f �

�� �� ������� ��� f ��� ����

���������� � ���������� ���� ����� �������������� ���� ��� ������������ 0 �� ��� �������

���� I �� ���������� �� R� ���������� ���� ������� ����� � f
�
I
�
= f|I

�
I
�
� �������� ������ ��� �

• �� 0 /∈ I ����� fI ��� �������� ��� ��������� �������� ���� f
�
I
�
= f|I

�
I
�
��� ���� �� ���������� ��� ����

• �� I = {0} ����� f
�
I
�
= f

�
{0}

�
= {0} ��� ���� �� �����������

• �� 0 ∈ I �� �� ������ ε > 0 ��� ��� ε ∈ I ����� ����� I ��� �� ���������� �� � [0, ε] ⊂ I�

������ (un)n =

�
1

π
2 +nπ

�

n∈N
�� (vn)n =

�
1

−π
2 +nπ

�

n∈N
�

��� ���� ������ ���� �� ������ ����� �� ��������� � ������ �� ���� 1 ���� ��� ���� ���� � ������� ����
[0, ε]� ����������� �� ���� n0 ��� ��� un0

, vn0
∈ [0, ε] ⊂ I�

����� I ��� �� ���������� �� � [un0
, vn0

] ⊂ I� ��� ���������� �� ������������ � ����� ������� ��� f � ��
� ���� f(I) ⊃ f([un0

, vn0
]) = f��[un0

,vn0
]
([un0

, vn0
]) = [−1, 1] ��� ����

���� ����� f ��� � ������� ���� [−1, 1] �� � ����� [−1, 1] ⊂ f(I)�
�� ����� ���������� f(I) = [−1, 1]�

• ������ �� � 0 ∈ I ���� I ����� ��� ������ � 0 �� �� �������� ��� �� ���� �������� �� ������ ���� α < 0 ���
��� α ∈ I� �� ������ ε = −α �� � ���� ε ∈ −I �� ������� �� ��� ��������� f

�
− I

�
= [−1, 1]� ���� f ���

������� ���� f
�
I
�
= −f

�
− I

�
= −[−1, 1] = [−1, 1] ��� ��� �� �����������

�� ���� ������������� ������� ����� �������� ������ ��� ��� ��� a ���� ��� fa ���� ����

�� ������������� ���������� ������ �� ���� ��� ������� ������� ��� f ���� ���������� ���������� 0� ���
[−1, 1] ∪ {a} ��� ��� �� ���������� �� �� ��������� �� a ∈ [−1, 1]� �� ��� ��� ���� a ∈ [−1, 1]�

�� �� ������� ��� f ��� ������������

�� � ����� ������ ��� �� ����������� �� ���� ��� �������

�� ������� �� ��������������� ������������ �� �� �������

��� ���� ������ (un)n =

�
1
nπ

�

n∈N
�� (vn)n =

�
1

π
2 +nπ

�

n∈N
���� ���� ������ � ������� ���� R∗ �� ������

������ ���� f(un) = sin(nπ) = 0 → 0 ����� ��� f(vn) = sin
�
π
2 + nπ

�
= 1 → 1�

����� 0 �= 1 �� �������� f��R∗ ��� ��� �� ������ �� 0� ���� �� ����������� f ����� ��� �������� �� 0�

�� ���� ������������� ��� ���� �� �� ���������� ����� �������� fa �

�� ����� �� ���� ��� lim
x → 0
x �= 0

fa(x) �������� ���� ����� ������ �� ���� ���� ��� ������ fa(0)� ������ ��� ���� ��

������ �� a� ����� fa �� ���� ��� ���� ���������
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����� �������� ������ � ���� ����� ��������� � ���������

�������� �� ���������

������� ����� �������� ��� �� �������� �������� f �� R ���� R ����� ��� f(Q) ⊂ R \Q �� f(R \Q) ⊂ Q�

✄✂ �✁�������� ���������� �� ���������������

�������� �� ��������������� ������������ �� ���������� �����������

�� ������� �� ��������������� ������������ �� ���������� ���������� � f : I → R ��� ������������ �������� ��� I �� ��
��������� �� ∀(un)n∈N ∈ IN, ∀(vn)n∈N ∈ IN, lim

n→+∞
un − vn = 0 ⇒ lim

n→+∞
f(un)− f(vn) = 0�

�� ������� ��� ������������� f :

�
R → R
t �→ cos(t2)

����� ��� ������������ ���������

�������� ��� ��� �����������

�� ���� f : R → R ��� �������� ���������������
������� ����� ������ ���� ����� a �� b ���� ����� ��� ∀x ∈ R, |f(x)| � a|x|+ b�

���������� � ���� x > 0� ������� |f(x)− f(0)| � ������ �� �� ��������� �� �� ����������������

�� ��������������� ��� �������� �������� f : R → R ����� ����� ������ ���� ����� a �� b ��������
∀x ∈ R, |f(x)| � a|x|+ b �������� �������������� �������������� �

������ ���������� � ��������� �������� � ����������������������������

��������� ��� � �� ����� ���� ���� �� �������� ��� �� ����� ��� �� ���� ������ ��� ����� ��� ���� � ��������� �����������������



����� �������� ������ � ���� ����� ��������� � ���������

�� ���������� ��� ��������� ��� ���������� �� ����������� �� (RR,+) �

���� �������� ��� ��������� �� ��������� ��� ������ �������� ���� ��� �������� f1 − f = χ{0} ������ ���� �� �����

��� �� ��� ��� R ��� �� ���������� ���� χ{0}(R) = {0, 1} �� ����� ����

����������� ���������� ��� ��������� ��� �� ����� ��� �� ����������� �� RR�

�������� �� ���������

������� ����� �������� ��� �� �������� �������� f �� R ���� R ����� ��� f(Q) ⊂ R \Q �� f(R \Q) ⊂ Q�

• ������ g = f + id� �� �������� g ��� �������� ����� ��������� �� ��������� ����������

• �� �������� g ��� � ������� ���� R \Q ��� ���� ���� ���� x� �� � �� ���� x ∈ Q �� g(x) = f(x) + x ��� �� ����� ����
����������� �� ���� ���������� �� ���� x ∈ R\Q �� ���� g(x) = f(x)+x ��� �� ����� ���� ��������� �� ���� ������������

• �� �������� g ��� ���������� ����� ���� ��������� �� ����� ���� ������� α < β� �� ������� �� ��� ���� ��������� ������
��� ������� �� ������������ [α,β] ��� �� ������������ ���� ��� ��� ������������� ��������������

• ���������� f ��� �� �� ����� f = x �→ −x+ b� �� �������� �� γ = b/2 � f(γ) = f(b/2) = −b/2 = −γ� ���� �� γ ���
����������� ����� γ ��� ���������� �� �� γ ��� ��������� ����� γ ��� ������������ ���� ���� ��� ��� �� � ��� ��������������

������ ���������� � ��������� �������� � ����������������������������

��������� ��� � �� ����� ���� ���� �� �������� ��� �� ����� ��� �� ���� ������ ��� ����� ��� ���� � ��������� �����������������








