Lycée Alphonse Daudet — MPSI Année 2020-2021 — Exercices

Fonctions continues'

CONTINUITE

Exercice 1.  sup(f,g), inf(f,g)...
Montrer que, si f et g sont continues, alors | f], sup(f, g) et inf(f, g) le sont aussi.

Indication pour une fagon de faire : trouver une formule pour sup(f,g) et inf(f,g) a base de valeurs absolues.
Rappel : | f| = sup(f, —f).

Exercice 2. Soit f: R — C.

Montrer que f est continue sur R si et seulement si 'image réciproque de tout ouvert de C est un ouvert de R.

(CoroLLAIRES DU TVI]

Exercice 3. Un polynome

Combien le polynéme X* — 3X3 + 4X — 1 a-t-il de racines réelles ?

Exercice 4. Une involution

Déterminer toutes les applications f € C(Ry,R;) telles que fo f = idg, .

Exercice 5. "Racine carrée” continue d’une fonction affine

Soit a ¢ {0,1} et b € R. On note ¢ = aidg +b =z — ax + b.

On souhaite déterminer toutes les applications f € C!(R,R) telles que f o f = ¢.
1. Montrer que f est injective. Qu’en déduire?
2. Montrer qu’il n’y a pas de solution pour a < 0.

Dans la suite on suppose a > 0.
3. Montrer qu’on a f' o = f'.
4. En déduire que f’ est constante (traiter deux cas : 0 < a < 1 puis a > 1).
5. Conclure.

Exercice 6. Points fizes (a savoir refaire)

Soit f € C([0,1],[0,1]). Montrer que f a un point fixe.

%
Exercice 7. On s’intéresse dans cet exercice a la fonction f : sln 1 six#0
0 si x =0.
On considérera également les différentes fonctions f, définies sur R par fo(z) =sin (1) siz # 0 et f,(0) =a

Ainsi, on a fy = f.

1. a. Montrer que f est PVI, c’est-a-dire que 'image directe par f d’un intervalle est toujours un intervalle.
Indication : distinguer deux types d’intervalles, ceux qui comprennnent O et les autres.

b. Sans démonstration (donner juste 'idée), donner une CNS sur a pour que f, soit PVL

2. a. Montrer que f est discontinue.
On a ainsi montré que la "réciproque du TVI" est fausse.

b. Plus généralement, que dire de la continuité d’une fonction f, ?

3. L’ensemble des fonctions PVI forme-t-il un sous-groupe de (R¥, +)?
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Fonctions continues'

Un corrigé.

Exercice 6. Points fizes (a savoir refaire)
Soit f : [0,1] — [0,1].

On suppose f continue. Montrer que f a un point fixe.

Comme je ne sais plus si on I’a fait : notons g = f — id, g est continue comme différence de deux fonctions continues
et g(0) = f(0) > 0 (car f est a valeurs dans [0,1]) et g(1) = f(1) — 1 < 0 (car f est a valeurs dans [0, 1]). Donc
0 € [g(1),9(0)] et donc d’aprés le TVI il existe (au moins) un réel x € [0, 1] tel que g(z) =0, i. e. tel que f(z) = x.

Exercice 7. On s’intéresse dans cet exercice a la fonction
R —- R

I sin(%)siﬂc;«éo
v {oaxzo

On considérera également les différentes fonctions f, définies sur R par f,(z) = sin (%) siz#0et f,(0) =a.
Ainsi, on a fo = f.
1. a. Montrer que f est PVI.

Indication : distinguer deux types d’intervalles, ceux qui comprennnent O et les autres.

Soit I un intervalle de R. Remarquons tout d’abord qu’on a f(I) = fj;(I). Traitons quatre cas :
e Si0 ¢ I alors fr est continue par théorémes généraux donc f(I) = fir (I) est bien un intervalle par TVI.
e SiI={0} alors f(I) = f({0}) = {0} est bien un intervalle.
e Si0 eI etil existe ¢ > 0 tel que ¢ € I alors comme I est un intervalle on a [0,¢] C I.

Notons (uy,), = (%) et (vn)n = <_7ri_mr> :
2 neN 2 neN

Les deux suites sont de limite nulle et positives & partir du rang 1 donc ACR elle sont & valeurs dans
[0,¢]. Considérons un rang ng tel que u,,, vy, € [0,¢] C 1.

Comme I est un intervalle on a [uy,, vn,] C I. Par croissance de I’aplication « image directe par f » on
adonc f(I) D f([tng,Vn]) = f|[un0,vn0]([u"°’1}"°]) =[-1,1] par TVL

Mais comme f est a valeurs dans [—1,1] on a aussi [—1,1] C f(I).
Et donc, finalement, f(I) = [—1,1].

e Sinon, on a 0 € I mais [ n’est pas réduit & 0 et ne comprend pas de réel positif. Il existe donc o < 0 tel
que o € I. En notant ¢ = —a on a donc € € —1I et d’aprés le cas précédent f( — I) = [—1,1]. Mais f est
impaire donc f(I) = —f(—1) = —[-1,1] = [-1,1] qui est un intervalle.

b. Sans démonstration (donner juste 'idée), donner une CNS sur a pour que f, soit PVL

La démonstration précédente montre en fait que 'image directe par f d’un intervalle comprenant 0, est
[—1,1] U {a} qui est un intervalle si et seulement si a € [—1,1]. La CNS est donc a € [—1, 1].

2. a. Montrer que f est discontinue.

On a ainsi montré que la "réciproque du TVI" est fausse.
On utilise la caractérisation séquentielle de la limite.

Les deux suites (uy), = (nlw) et (vn)n = (M:m) sont deux suites & valeurs dans R* de limite
neN ? neN

nulle. Mais f(u,) = sin(nm) =0 — 0 alors que f(v,) =sin (5 +nr) =1— 1.

Comme 0 # 1 la fonction f|R* n’a pas de limite en 0, donc en particulier f n’est pas continue en 0.

b. Plus généralement, que dire de la continuité d’une fonction f, ?

On vient de voir que lim f,(x) n’existe pas, cette limite ne peut donc pas valoir f,(0), quelle que soit la
x — 0

x #0
valeur de a. Ainsi f, ne peut pas étre continue.
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Exercice 8. Friandise

Montrer qu’il n’existe pas de fonction continue f de R dans R telle que f(Q) CR\Qet f(R\ Q) C Q.

[UNIFORME CONTINUITE ET LIPSCHITZIANITEJ

Exercice 9. Caractérisation séquentielle de ['uniforme continuité.

1. Montrer la caractérisation séquentielle de 'uniforme continuité : f : I — R est uniformément continue sur [ si et
seulement si V(uy)nen € IN, V(v )neny € IV, lim u, —v, =0= lim f(u,) — f(v,) =0.
n—-+4o0o n—-+o0o

R —- R

, . , .
n’est pas uniformément continue.
t +— cos(t?) P

2. Montrer que 'application f : {

Exercice 10. Une majoration.

1. Soit f : R — R une fonction lipschitzienne.
Montrer qu'’il existe deux réels a et b tels qu’on ait Vz € R, |f(z)| < a|z| + b.

Indication : pour x > 0, majorer |f(x) — f(0)| a laide de la définition de la lipschitzianité.

2. Réciproquement, une fonction continue f : R — R telle qu’il existe deux réels a et b vérifiant
Vo € R, |f(x)] < a|z| + b est-elle nécessairement lipschitzienne ?

Enoncé disponible & I’adresse suivante : http://mpsi.daudet.free.fr/.

N’hésitez pas & me poser tout type de question sur un point qui ne vous parait pas clair par mail a ’adresse abbrug@gmail.com.
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3. L’ensemble des fonctions PVI forme-t-il un sous-groupe de (R¥, +)?

S’il I’était, une différence de fonctions PVI serait toujours PVI. Par exemple, f; — f = X{o} serait PVI. Ce n’est
pas le cas car R est un intervalle mais X{O}(R) = {0, 1} ne lest pas.
Conclusion, I’ensemble des fonctions PVI ne forme pas un sous-groupe de RE.

Exercice 8. Friandise

Montrer qu’il n’existe pas de fonction continue f de R dans R telle que f(Q) C R\ Q et f(R\ Q) C Q.

e Notons g = f 4 id. La fonction ¢ est continue comme différence de fonctions continues.

e La fonction g est a valeurs dans R\ Q car pour tout réel z, on a ou bien = € Q et g(x) = f(z) + z est la somme d’un
irrationnel et d’un rationnel, ou bien x € R\ Q et donc g(x) = f(z)+x est la somme d’un rationnel et d’un irrationnel.

e La fonction g est constante, sinon elle prendrait au moins deux valeurs o < f3, et d’aprés le TVI elle prendrait toutes
les valeurs de Uintervalle [a, 5] qui ne contiendrait donc que des irrationnels, contradiction.

e Finalement f est de la forme f =z +— —xz + b. En évaluant en v = b/2 : f(v) = f(b/2) = —b/2 = —~, donc si 7 est
irrationnel alors ~ est rationnel, et si v est rationnel alors v est irrationnel. Dans tous les cas on a une contradiction.

Enoncé disponible & I’adresse suivante : http://mpsi.daudet.free.fr/.

N’hésitez pas & me poser tout type de question sur un point qui ne vous parait pas clair par mail a ’adresse abbrug@gmail.com.
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