
Continuité

Dans tout le chapitre, sauf mention du contraire

I est une réunion d'intervalles trivicux

a E I

fi I

I

→ R

I Fonction continues. Structure

1 Definition. Excemples.

def

1 f est dite continue en a lorsque

Hero Wnxo VxEI, 1x-al< n = 1f(x)-f(a)<€

ie får f(a)

ie limf existe

2 f est dite continue sur I lorsquélle est continue en tt point de I

ex

R → R

xhet

est continue en R



R →

TR

2.

est continue sur R

a></

R* → R R.

3.

est continue sur IR*

x

H>

x

R → R

4.

est continue sur R 17

X to Lx]

def

I f est dite continue à droite en a lorsque

fla)

lim f

at

2.

gauche

lim f = f(a)

3 f est dite continue à gauche (resp. a' chroite) sur I

dorsqu'elle l'est. en tout point de I.



Parol

sor IR

a-h

ex

1 Toute fonction continue ont continue à gauche et à droite

IR → R

2

est continue à droite sur

IHLX]

La

gauche sur IRIZ

thm CSC

IN

fe € Cl{a} R) e Vue I" U-a = f(u) = f(a)

On retrouve que

pour at , l est discontinue

1

en a car

nais la-] = a-1-a-14 a

ex

a

n-

2 Structure

I

rol Rest muni d'operations +, x,.

foga zno f(z)+g(2); fxgeza f(x) xg[2); 2.fexro 2f()



(R7

, +, .) est une IR– algèbre.

thm

est une

L'ensemble des fonctions continues en a (resp sur I)

sous - algèbre de (IRI + x,

ie la continuité est preservee pur +, x, ., -id, et que

tes neutres sont xho

pour

+

et xnl pour

X

dem c'est cene reformulation des PAL.

notn (rappel)

PCI R) est l'ensemble des fonctions continues de type I->R

thm

Soit J une

réunion d'intervalles non- triviaux

S: FECCI, IR) et geelI IR) alors

gofe CCIR)

dem c'est une reformulation du theorene le composition des Civiles

ex

Soit

SIR

IR R

x H e sin(x)

.

fE C(IR). En ellet,

exp

et (la) sont continues

donc par composition, expo (14)? est continue

Sih est contrue

done pur produit f est continue



une

o

Lorsqu'

fonction s'écrit come: +, x, de fonctions

continues, on peut écrire boook ça marche "f continue par

théorèmes generaux"

TI Valeurs intermédiaires

1 Variations sur le TVI

un

X

thim TVI-TS sur

ferné

Soient asb er et fell [a, b], IR)

Notons

= min{tla, $16]}

IB = max {flu), f(b)}

Alors Hy E [X, B1, Ice [a b], f(0) = 8

reng

x

8

L ri

B

7

b

Ç

C

a

pas, en

A

On n'a

generul, uniuté de ce

les éléments de [a,ß] ne sont pas, en general

les. seul à avoir un antecedent par



dem

Sait y € [«, 3]

Quitte à changer f en f-8 on peut supposer 8=0.

reng

0 € [«,p] =>

of(u) f(b) <0

On procède par dichotomie

On définit decex twiles

par:

le sorte

que

flad flbol.co

a,

6

To

ao = a

bo =b

an+bn et

On

Pour NEIN, une fois an et bn définis ,

et tels

que flan) f(bn) so, on note

Cn =

truite cleeex cas.

si fland f(bn) so

janti

bien flaneu) f(bmw)

l

2

: an

:- En

et

on

a

bnti

Sinon

flan) f(G) >0 uurs flan) f(bn)<o

donc flan)f (6) f(bn)<o

donc flan) f(bn) so

a bien flunur) f(bnu, so

anti

:- Olen

Ibnu



Par construction, on a:

VnE IN, an sbn

a € _(INR)

.b€ (IN, IR)

b-a

. b-a =

2 din

a et b sent adjacentes donc elles convergent

IN

vers une

nêne linite c

On a VnEN, flandf(bn) so



f contiace donc par CSC

a —> et f contiace donc

f(a)

fo)

De même:

b

C c donc

f(b) - $10

D'après les PAL, flaw f(b) f(c) 2

Les inegalites larges passent à la Curite

f(c)? So donc f(c)' = 0

par integrité f(c) = 0

donc

de (R+,x)

ex app

a une racine

+

re [ 1]

An

1191 R

2 H 3C+2-1

3

Le polynome X +X-1

x?+ X-1 a une

Notons f

f est continue sur [0, 1] car polynomiale.

f(0) = -1; $(1) = 1 et Oe [-1, 1).

ié 0 € [f(0) 514)]

Donc d'aone's le TVI(- TS sur un lerne)

Il existe re [0, 1] tel que f(1) = 0 i.e.

tel

est racine de x3 +X-1

que

r



rema

Plus genéralement le TVI appliqué à une fonction f

peut permettre de montrer que:

-f s'annule

f a un point fixe len

point fixe (en appliquant à f-id)

thm TVI sur un ouvert

en at et en b

Soient axb ER et feel la b[, IR).

Supposons que fait des finites

f

dhe f}

lim

Notons

a := min

lim

b

f}

a*

Max

..

of,

lim

6

b7

Alors V8 € ]a,b[, 3c € je

, b[, f(c) = 8

dem

Notons &= I min {B-8, 8-a, 1



B

I

1

8

2

G

C3

E

b

a

770,

En par

Par définition de la limite, il existe tel

que,

txt]a, b[, (x <a+n ou xz6-n

= f(2) € Ja-E, are[u]B-E, B+E [

ür 8 € ]x-€ «+E[U]ß-& p+E [ par délirition de E

ticulier en notant

1x' := min{flata), f(6-1)}

B' {f(a+h), f(b-y)}

in a 8 € [pl. Ona filang, b-q

D'ayne's le TVI sur un ferme il existe c E [ury, ber]C]a,b[

que

$(C)= 8

:- max

est continue

]

tel



4PP

Mq

Tout polynome de degre impair à coefficient dans R

une

racine lans R

On

a

soit nEN

2ntl

(id) + ... + Ayld +90

Notons f: R – R = azutCod

f continue sur R can polynomiale

Slim f = - syn(azott) to

limo f

= + Syn (aante

) co

me

lim f, l'amo f} = too

ß := min { let the law of

f}

-do

Doni

X = Max

Ainsi OE )-20, +6[=]a[

D'apres le TVI(- TS sur un ouvert), il exite ce )-20 +00[

tel

f(0) = 0 ie ty c est racine du polynome

que

rema

y

aussi un TVI sur

un intervalle san-ouvert

ile TVI ne genéralise pas si f n'est

pas

definie sur un intervable

Se



ex

ce

greuphe est

La fonction ayant

continue sur la 1[]*2[

mais les meills de [12] nlont

pas

d'antecedent

par f alors qu'elle prend

des valeurs s 1 et des valeurs >.

1

thm TVI-SUP

Sort fee(I, R). S; Jest un intervalle inclus dans I

alors f'(J) est un intervalle

une

un

Autrenen' dit: f'inuge directe d'un maternelle

par

fonction continue est intervalle

dem

rpe K est un

intervalle Exte<y€K, VzER, x<&y=ZER)

Soit J un intervalle inclus dans I.

Montrons

que

f(J) est

un intervalle

Soient xcy ef(J)

Ainsi of existelut I ty f(u) Notons

lue J tey y = f(v)

20 =

a = min{u, e}

16= wax fu i}



Arasi

Ja

z

= min

min{ f(a) f(b)}

ly a mar

{f(a) f(b)}

dout € R. Supposons x<*cy

En particulier x € [2y) et f continue sur [a, b].

D'après le TVI-TS if existe ce [a, b] tel que f(0) = 7

et ce [a b]c J car J

intervalle.

D'où ze $(5)

par definition

app que dire de te e(IR, Z)

R est un intervaffe inclus dans R clonc d'apred le TVI-sup,

$(R) est un intervalle inclus dans Z Z.

Or

in

intervalle inclus dans Il est nécessairement un

siag keren for}

bonc tte (1R, {m})

Donc

fea

=xH m

le

f est constante

remo

On a

équivalence entre:

i/ Limuge directe

f

par



Ausi

Sa

x = min

min{f(a), f(b)}

{f(a) f(b)}

ly

= max

par definition

doit * € R. Supposons XCK<y

En particulier ZE [2, 4] et f continue sur [a, b].

D'après le TVI-TS, il existe ce [a, b] tel que f(0) = 7

et c E [a b]c J car J

intervalle.

D'où zef (J)

app Que dire de pe C (R, Z)

R est un intervalle inclus dans R donc d'apre's le TVI-sup,

f(TR) est un intervalle inclus dans z

Z.

Or un intervalle inclus dans Il est nécessairement un singleton from}

Donc ft C (1R, {m})

Donc f =

f est constante

un

= x hy m

ie

rema

On a

equivalence entre

/ Limage directe

par

f d'un intervalle est un intervalle



ii W [a b] CI V8€ [min{f(a) f(b)}

8€ [min {f(a

) f(b)} uax. {f(a) f(b)} ]

3c E[a, b], (C)-

line fonction verificant ceci est appelée

une fonction PVI

(“qui venifie la proprieté des valeurs enfermediaires")

Je TVI peut donc s'écrive:

e

PVI



2 Variations sur le theorème de la böjection

rema

rema

Soit f:I-R pas necessaireuent continue.

Sif est strictement monotone, alors f est injective

dem

Soit

a,

be I. On suppare at b.

Si axit alors par stricke monohomie

Hla) f(b) fla) > f(b)

car fet

cor ft

donc f(a) + f(b)

on a

cou

Si asb

idem.

On a

donc Habe I a+b = fla) + f(b)

ie fE OO

1

thim de lu bijection sur un

fermé

Scient axbt I. Soit fe (tuine) ([a, 63, IR)

Alors en nolant

x := Min{fla), f(b)}

ß := ucx {f(«), f(b) }

On

Hy E[«,B), J! c€(8,6], [[) = 8

a



rema

Cette fois f ne peut pas prendre de valeur n'appartemont

pas

à [a, b]

S

1

1

3

a

C

b

dem

Sort re [a, ]. Par continuté de f, d'ap

. le TVI,

il existe CE [qb] tay FC) = 8

Par stricte monotorie, f e o donc

c unique



app (roe)

Le théorème de la bijection sur un ferme permet de

construire di Gomilioni reciprores trigonomētriques

acos et aban

Pour archen, on utilise ...

thm de bijection sur un cuvert

Soient axbER. Soit fell]a, bl, R).

Supposons f strictemert monotone.

Alors fa des limites en at et bo

b.

En notant

f

love f

light

Ona Vye]«, 31, 3! [€]q bl, f(0) = 8

limf

a := min

lim

b

at

B =

= Max

at

denn

Les limites existent d'après le TLM.

Sot 8€ ]«,3[.

f est continue donc par

TV I il existe cela 61

tel

que

f(0) = 8. fest strictement wono tone donc injective

donc

c est

est unique.



app

Soit felane)(RR). fi

a un unique point fixe

f-id = f + l-id) ef fe 2 et id € ) donc faide +

Shoef e ]-69 +00] limf-id=t00

fe3 z

limf € (-og

, too [

lim fid=-oo

a

+ ∞

+

DER

fee

théorème généraux

par

D'après le the onene de la bijection sur un ouvert,

il existe an unique cell tel que

(f-id(C) = 0 + f(c)-c = 0

+ f(c) = 0

II Bijections continues

L'objectif de cette partie est de montrer

fenef-hee

que

I Monotonie des injections continues

thm Soit I un intervalle. Soit felen GO(I, R)



On

a

Strictement wonotone

I

C'est faux si

n'est pas un intervalle

ex

2

I

[0, 2] \{1}

→ [0, 21

S: ZE[0 11

fi

x

X

-

13-2

sinon

1

[

1

2

nais

On

fe en @

fetua

ex

IR*

-> R

htu

ac

map

l'absurde.

par

2

M

ye

92

(4-6)z+ty,

(1-4)2, +ty



Supp f€ 207. Alors f & 7 done il existe 2, <y, € ]

tel que f(x,) { flyg)

De même f&t donc il existe xq (y2 + I tel que flag)> fly,

1 [0, 1]

IR

Posons

gilt

+ f((4-6)7+tz,) - F/(1-6)ys+tyz)

g(0) f(x)-f(x2)

y(t) = f(ye) – $(42)

gel par

theorenes

genéraux

Ainsi Oe [g(0), g(4)] donc d'après le TVI, il existe

tE [O 1] tel que glto) = 0

is. f((1-tolx, *to*z) = f((1-2) Ye + boje)

donc (1-tox, + toxa

(1-tolye + toyz

car fE GO

donc (1-to)(x, y,) = to (92-42)

co

donc l1-to)(x-Ye)= to (Y,-&) = 0

donc 1- to - to = 0

1 = 0

bon...

I miss

70

donc



2 Continuité des surjections monotone (con(cup)ce)

prop

Soit f:I-J avec J un interualle

On suppose f surjective et strictement monotone

Alors f est continue

Autrement dit, (co1401) (15) CCI, J)

C'est faux si J n'est

intervalle

pas

A

un

C-ex

3

f:

1192] → [0,1]u]2, 3]

S xe[1]

La

lurx sinon

2

2

1

1

2

dem

Sort a € I. On veut montrer que

limf

imm f = f(a)

Traitons le cas ou a n'est

pas

une extremité de I

Par TLM, slum

existent. Si fet, lim f< fla) <

f< linaf

lim

of

Si fet, linf>, flu) >, limf

fe

f

a

at

a

at



preuler cus

Quitte à changer f en -f on est dans le

linte f(u) slingen

• Montrons have f = f(a)

par

l'absunde

Si on avarit lite f + f(a)

lim f + f(a) on aurait

linfa fla),

Notons 8 ¿Cl.com f + f(w))

Par stricte croissance, Hat I, x<a →

f(2)<3

VOGI aa = f(2)>>

, >

2

En particulier Ve e I f(x) + Y

Donc & n'a pas d'antecedent par f img

• De même f(a) = limf

Pour les deux centre cas, on prend soit le premier

soit le deuxième

D'ou limf = f(a)

:)



3 Continuité d'une reciproque

them

Soit fel(I, J) avec I un

avec I un intervalle

Si f est bijective alors ftellJ, I)

renna

On n'a pas suppose que J est un intervalle

Mais

c'est nécessairement le cas

car

1

J

f*(I) est un intervalle d'apres le TVI

demm

feen et I un intervcelle denc f monotone

donc ft de même monotonie

et fe afte BE

et f*:J I

intervalle

donc f-1 El

1 TVI-SUD (imaye directe d'un intervalle par fel est un intervielle!



Ce théorème est faux

si I n'est pas un intervalle

C-ex

est continue

Sur

[01 [u]1,2],

nuts

n'est

continue

pen

[0,2 [

sur

APP

aces, atan, archer, well-....)




















