Lycée Alphonse Daudet — MPSI Année 2020-2021 — Exercices

Compacité I

(BOLZANO-WEIERSTRASS |

Exercice 1. Une caractérisation de la convergence.

Montrer qu’une suite bornée converge si et seulement si toutes ses sous-suites qui convergent ont la méme limite.

Exercice 2. Suite rationnelle de limite irrationnelle.
n

1. Soit € R\ Q, (pn)nen une suite a valeurs dans Z et (g, )nen une suite a valeurs dans N\ {0} telles que (p)
q neN

n
soit une suite qui converge vers z. Montrer qu’on a ¢, — +00 et |p,| = +o0.

Rappel : si une suite ne tend pas vers +oo alors elle a une sous-suite majorée.

siz ¢ Q

2. Application : pour tout réel = on note f(x) = si x € Q et x a pour écriture irréductible d
q

Q| =D

Montrer que f est discontinue en tout a € Q et continue en tout a € R\ Q.

[HEINE ET BORNES ATTEINTESJ

Exercice 3. Autre méthode pour ['uniforme continuité de va

L. Justifier rapidement que la fonction |/~ est uniformément continue sur [0,2] et sur [1, +ool.

2. En déduire que /o est uniformément continue sur R. Indication : pour € > 0, on a 11 associé par UC sur [0, 2] et
12 associé par UC sur [1,+oo[, on peut alors poser n = min(n,n2,1).

Exercice 4. Continuité et bornitude
On suppose que f,g: R — R vérifient :
i/ f continue
ii/ g bornée

Montrer que g o f et f o g sont bornées.

Exercice 5. Fonctions bornées
1. Soit f: R — R continue telle que Erorol fet l_1r£ f existent et sont finies.
a. Montrer que f est bornée.
b. Atteint-elle nécessairement ses bornes ? Une de ses deux bornes ?
c. Mémes questions si Egréf = 1}2 f.

2. Soit f : R — R une application continue telle que Em f=1lim f = +o00. Montrer que f admet un minimum sur R.
o0 — 00
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Compacité I

Exercice 1. Une caractérisation de la convergence.

Montrer qu’une suite bornée converge si et seulement si toutes ses sous-suites qui convergent ont la méme limite.

Soit (uy), € RY, bornée. Ainsi, il existe a < b € R tels que ¥n € N, u, € [a, b].

Supposons que (u, ), converge et notons ¢ sa limite. En particulier, toutes ses sous-suites convergent vers £ et donc
toutes ses sous-suites qui convergent convergent vers £.

Par contraposition. Supposons que la suite (u, ), diverge. Comme elle est bornée, elle a cependant une sous-suite
(Ug(n))n convergente d’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass. Notons £ la limite de cette sous-suite, on a £ € [a, b]
par caractérisation séquentielle des fermés (ou, si on préfére, parce que les inégalités larges passent a la limite).
Comme la suite (uy,), diverge, en particulier elle ne converge pas vers ¢, ce qui signifie qu’il existe € > 0 tel que :

Vg € N, In = ng, |u, =4 2 ¢ (%)

e Pour ng = 0, on obtient qu’il existe un rang 1(0) tel que |uy) — €| = €.

e Pour ng = ¢(0) + 1, on obtient qu'il existe un rang (1) > v(0) tel que |uyq) —£] > e

e Pour ng = ¢(1) + 1, on obtient qu'il existe un rang 1(2) > (1) tel que |uy ) — | > e

On construit ainsi, de proche en proche, une extractrice ¢ tel que ¥n € N, |uy,) —£| > €.

La suite (uy(y)), est une sous-suite de la suite (u,), qui est bornée donc (uy(y)),, est elle-méme bornée. Par conséquent
elle a elle-méme une sous-suite convergente (ty(,(ny)), qui vérifie également Vn € N, [uy(y(ny) — €] > €.

Notons /5 sa limite.

Par caractérisation séquentielle des fermés appliqué au fermé [a, ¢ —c] U [l +&,b] (ou si on préfére parce que la fonction
valeur absolue est continue et par passage a la limite des inégalités larges) on a |[¢3 — £| > e donc en particulier £o # £.
Ainsi (“w(v(n)))n et (uw(n))n sont deux sous-suite de (u, ), qui sont convergentes et qui ne convergent pas vers la méme
limite, ce qui achéve la démonstration de la contraposée du sens réciproque.

Exercice 3. Autre méthode pour ['uniforme continuité de va

L. Justifier rapidement que la fonction |/~ est uniformément continue sur [0,2] et sur [1, +ool.
2. En déduire que /o est uniformément continue sur R. Indication : pour € > 0, on a 1y associé par UC sur [0,2] et

12 associé par UC sur [1,4+00], on peut alors poser n = min(ny, 12, 1).

1. L’intervalle [0, 2] est un segment donc la fonction /~ qui est continue est uniformément continue sur [0,2] d’aprés
le théoréme de Heine.

Sur [1,4o00[, la fonction V- est %—lipschitzienne. En effet pour x,a € [l,400[ on a /z + /a > 2 donc

Vi vl = |
2. Soit € > 0.

Par uniforme continuité de ,/~ sur [0, 2] il existe 11 > 0 tel que :

< 3|# — al. En particulier, la fonction / est lipschitzienne, donc uniformément continue.

Ve,a €[0,2], |z —al <m = |f(z) = fla)] <& (*).
Par uniforme continuité de ,/~ sur [1,400[ il existe 72 > 0 tel que :
Ve,a € [1, 400, |z —al <na=|f(x) = fla)] <e ().
Posons 1 = min(ny,n2,1). Soient x,a € R et supposons |z — a| < 1. A renommage prés, on a z < a. On a
|z — a[< n donc en particulier |z — a| < 1, il est donc impossible qu’on ait 2 € [0,1] et a € [1,4+00[. On a donc

seulement deux cas : soit x,a € [0,2], soit x,a € [1,400[, dans chaque cas, en utilisant le fait que 7 est inférieur
any et 19, et en utilisant (*) ou (xx), on obtient bien |f(z) — f(a)| <e. ©



EXWCOMPAT

2/4] P, x # @

qn n—» co
e Lo Vsorde S(.u()p c[ —,34 4+ 00

DW J'OLP' -e"n_ol;mﬂo\n ? A Uke m;_‘tul-‘t&: c’o(t/

NuSeve}_ disons peor  un cer tain M.

Or ¥n €N, In >0 doue FnEN, 0% L/,S(n) s M
Dewc ge 43 et bormde douc o /01/%‘5 B- W C//e
a4 ume Sous- sute g oo qﬁ o ¢ (Cfuf ext une Saus-suite

de ‘-l ) Cowwcﬁw}e.
‘Q i = l\& qe ¢ o\P

-+

OV‘ ?O¢O(P &E [N{N O(Owc e?/e eaé oéqfl'onnm'r‘e

dowe £ EN
Oq)oyj \
'Do?o? = 104>0\() : *Foq)okt) —/Ccrveou.( casm.‘c{ue:.
— .

—_—
B Jous — Sudes

pox -—P-él'-’/ Poqh)o({)"‘o‘;—)-—Ql Car ‘&_,x

dowc P© d oy est une Sute d'enters clui (mnwrfe

donc pPo ¢ o P converye
downc dx € 7

/N “g
d ok x:j{e‘@ "B.



o
g,

o
)

/ ?~7£/ Cervemu Cosv.u'C{UQ

= q}z!a{ @ qzo = lql =4

——
+0 5 |x| >0 car x € R\Q @270

Jouq !P[———)OO Lo PAL_
212 Sot fepcorn = 5

Hq popcorn ek dWcontinve ew HJout raflownel reed.
Sek a € Q Mo bous Co.:"g‘ sout Q?V(iLQY‘Q lrredd .

Ow a Fopcorn.(o,) = -(%
@\Q est demse Jous (R done # OC&‘Z’&Q v e (&\@)N ‘Lep(/ue
YV —a

O a a.»-QOV:S f@fcovn o =0 —_o_o—> O ?_C POPC@”’I(Q)
Car 1EQ

P“ CSC/ f:e’:corn =¥} ;‘J:k()n-linue e a
(contrapasek)

Hci Pg})(corr\ est Lo_H-MUg en ‘Lud- réel c'w@uéimnue_é
Par (SC. Seit w€ RANQ

N
SOt{' uefR +<1 U &

Trateons 3 cas .



4% cas (ue (RADYN Apcr):

wlors  popesin (Uy) =0 52,0 = pep o () APLE

n—» 09
2% cus (ue Q™ Arcr):

On notLe U =_<%:1 eeribue  rrad A\PCE’ n
n

ok U — Q Q/Q
D/u.f'V‘-(\j 2/d.. q—>+c0

douc Forcerv\ o U = % —> 0 = POPC&"“(Q/

s ( #H(WIN) N Q)=+c0 et #F (WD N (R\NG)) = +00 )

Mo bous {cu o @ (N) S R\Q }@n prend by s_suites
(Lo ©)"IN) c @ Q et R\Q

Par defimition  YneM, IEN, 1= @R) xor n=Y(4)

D{arwc\,s -Qa {& cas, Po’)cevvt o oW —> O
' 2% C@s, popcorn o we'yY —>0

Set e>o0. {I@ Qx(‘nee h(pem 'Lc] \V[YIZHP/ \Por(aneuof_g‘; ZE
T-e exixle h(PelN{!] V"Z n(P) lpofca'&ouo(p—-@f < E

Posens Mg = Max {@("(e), LP(qu,)}

Sek m® e ek
Alnsi € existe e N \47 {Xy(:'h‘
n = QJG@_)

4o CyKA (n= ©CR)):

(@(&) 2 No >/ (Q(nv)
= #2 gy car © E L
= | popcorn (Un)| = lpopeorn(Up(ny) | <€




.2(
v
TKA
A
:;P(m .
ﬁl: ) (X))
n ’ ‘
(P P(n
p)
o
pcoreJ
%:
n)))
C
2

——$ '>° e
V “
u
")

J ‘o
PP
O
v
no w
e 4
O
= pe
yco
rn(&
)



Lycée Alphonse Daudet — MPSI Année 2020-2021 — Exercices

Exercice 4. Continuité et bornitude
On suppose que f,g: R — R vérifient :
i/ f continue
ii/ g bornée

Montrer que go f et f o g sont bornées.

raduisons : « ¢ est bornée » signifie qu’il existe a < b € R tels que g(R) C [a, b] (c’est une image directe).
Tradui t borné ignifi il existe a < b € R tel R b] (c’est i direct

1. On a f(R) C R par définition (c’est une image directe). En utilisant des propriétés assez immeédiates (mais a
savoir montrer) de I'image directe, on a (go f)(R) = g(f(R)) C g(R) C [a,b] donc g o f est bornée.

2. On a f(Ja,b]) qui est un segment car f est continue. Notons [«, 5] = f([a,b]). En utilisant toujours les mémes
propriétés assez immédiates de I'image directe : (f o g)(R) = f(g(R)) C f([a,b]) = [, 8] donc f o g est bornée.

Exercice 5. (© % Fonctions bornées
1. Soit f: R — R continue telle que Lirm f et lim f existent et sont finies.
oo — o0

a. Montrer que f est bornée.

On écrira que « f est bornée par K sur [ » pour dire : |f| < K sur I.

On a lim f finie donc d’aprés le cours f est bornée, disons par K;, au voisinage de —oo, i.e. sur un in-
—0o0
tervalle de la forme | — 0o, A]. On a lim f finie donc d’apreés le cours f est bornée, disons par K», au voisinage
“+oo

de 400, i. e. sur un intervalle de la forme [B,4o0c[. Si A > B alors f est bornée par max(K;, Ks) sur R, il
n’y a rien a faire. Sinon! on utilise le théoréme des bornes atteintes : f est continue sur [A4, B] donc bornée
sur [A, B], disons par K3, et donc f est bornée par max(K;, Ko, K3) sur R.

b. Atteint-elle nécessairement ses bornes ? Une de ses deux bornes ?
La fonction arctan est un contre-exemple simple aux deux questions.
¢. Mémes questions si lim f = lim f.
—+oo —00

Dans ce cas une des deux bornes est atteinte. On traite deux cas :
e Soit f est constante. Bon, elle atteint ses deux bornes en tout point, c’est vu.

e Soit f n’est pas constante. Il existe donc z¢ € R tel que f(xg) # 1+imf = lim f. Quitte & changer f en
oo — 00
—f (ce qui échange donc borne sup et borne inf), disons qu’on a f(zg) > Em f=1lim f. Un résultat du
o0 — 00
cours sur les limites assure donc qu'’il existe A et B tels que f < f(zg) sur | — oo, Al et f > f(xg) sur
| B, 400[. Par conséquent, on a sup f = sup f qui est atteint par théoréme des bornes atteintes.
R [A,B]
2. Soit f : R — R une application continue telle que }&m f =lim f = 4o00. Montrer que f admet un minimum sur R.
o0 — 00

Pareil qu’a la question précédente, en plus simple : il existe A et B tels que f > f(0) sur | — oo, A] et sur [B, +o0]
d’aprés le méme résultat du cours sur les limites. Donc i%f f:[ i;n]fg | f qui est atteint par thm. des bornes atteintes.

Autre méthode (c’est une astuce mais recyclable) : on pose g = arctanof. La fonction ¢ vérifie les hypothéses
de 1.c. donc atteint une de ses deux bornes, nécessairement son min puisqu’on a g < 3. Par stricte croissance de
arctan il en est de méme pour f.

Enoncé disponible & I’adresse suivante : http://mpsi.daudet.free.fr/.

N’hésitez pas & me poser tout type de question sur un point qui ne vous parait pas clair par mail a ’adresse abbrug@gmail.com.

1. Ce cas englobe en fait I’autre.
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INTEGRATION

Exercice 6.  Egalité de la moyenne
b
Soit f : [a,b] — R continue, avec a < b. Montrer qu'il existe ¢ € [a, b] tel que / f@) dt = (b—a)f(c).

Indication : justifier que m = [inlf] f et M =sup f existent et appliquer convenablement le TVI.
@ [a,b]

Exercice 7. Développement asymptotique d’une suite d’intégrales

1
Soit f : [0,1] — R, intégrable. On note I,, = / t" f(t) dt.
0
1. On suppose f € C([0,1],R). Montrer qu’on a I,, — 0.
n—oo
) _fa 1
2. On suppose f € C1([0,1],R). Montrer qu’on a I,, = % +o(4).
En particulier si on a f(1) #0 alors on a I, ~ %

3. On suppose f € C2([0,1],R). Montrer qu'on a I,, = &) — %fﬁ) +0(7z)-

n

Enoncé disponible & I’adresse suivante : http://mpsi.daudet.free.fr/.

N’hésitez pas & me poser tout type de question sur un point qui ne vous parait pas clair par mail a ’adresse abbrug@gmail.com.



