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�� ���� x ∈ R\Q� (pn)n∈N ��� ����� � ������� ���� Z �� (qn)n∈N ��� ����� � ������� ���� N\{0} ������ ���
�
pn
qn

�

n∈N
���� ��� ����� ��� �������� ���� x� ������� ����� � qn → +∞ �� |pn| → +∞�

������ � �� ��� ����� �� ���� ��� ���� +∞ ����� ���� � ��� ���������� ��������

�� ����������� � ���� ���� ���� x �� ���� f(x) =
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�� �������� ���������� ��� �� ��������
√

��� ������������ �������� ��� [0, 2] �� ��� [1,+∞[�

�� �� ������� ���
√

��� ������������ �������� ��� R� ���������� � ���� ε > 0� �� � η1 ������� ��� �� ��� [0, 2] ��
η2 ������� ��� �� ��� [1,+∞[� �� ���� ����� ����� η = min(η1, η2, 1)�
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���� (un)n ∈ RN� ������� ������ �� ������ a � b ∈ R ���� ��� ∀n ∈ N, un ∈ [a, b]�

⇒ ��������� ��� (un)n �������� �� ������ � �� ������� �� ������������ ������ ��� ����������� ���������� ���� � �� ����
������ ��� ����������� ��� ���������� ���������� ���� ��

⇐ ��� ��������������� ��������� ��� �� ����� (un)n �������� ����� ���� ��� ������� ���� � ��������� ��� ����������
(uϕ(n))n ����������� ������� �� �������� �� �������������������� ������ � �� ������ �� ����� ����������� �� � � ∈ [a, b]
��� ��������������� ������������ ��� ������ ���� �� �� �������� ����� ��� ��� ���������� ������ ������� � �� ��������
����� �� ����� (un)n �������� �� ����������� ���� �� �������� ��� ���� �� �� ��� ������� ����� ������ ε > 0 ��� ��� �

∀n0 ∈ N, ∃n � n0, |un − �| � ε (�)

• ���� n0 = 0� �� ������� ����� ������ �� ���� ψ(0) ��� ��� |uψ(0) − �| � ��
• ���� n0 = ψ(0) + 1� �� ������� ����� ������ �� ���� ψ(1) > ψ(0) ��� ��� |uψ(1) − �| � ��
• ���� n0 = ψ(1) + 1� �� ������� ����� ������ �� ���� ψ(2) > ψ(1) ��� ��� |uψ(2) − �| � ��
�� ��������� ������ �� ������ �� ������� ��� ����������� ψ ��� ��� ∀n ∈ N, |uψ(n) − �| � ��
�� �����

�
uψ(n)

�
n
��� ��� ���������� �� �� ����� (un)n ��� ��� ������ ����

�
uψ(n)

�
n
��� ��������� ������� ��� ����������

���� � ��������� ��� ���������� �����������
�
uψ(γ(n))

�
n
��� ������ ��������� ∀n ∈ N, |uψ(γ(n)) − �| � ��

������ �2 �� �������
��� ��������������� ������������ ��� ������ �������� �� ����� [a, �− ε]∪ [�+ ε, b] ��� �� �� ������� ����� ��� �� ��������
������ ������� ��� �������� �� ��� ������� � �� ������ ��� ���������� ������� �� � |�2 − �| � ε ���� �� ����������� �2 �= ��
�����

�
uψ(γ(n))

�
n
��

�
uϕ(n)

�
n
���� ���� ���������� �� (un)n ��� ���� ������������ �� ��� �� ���������� ��� ���� �� ����
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�������� �� ����� ������� ���� ���������� ���������� ��
√

�� �������� ���������� ��� �� �������� √ ��� ������������ �������� ��� [0, 2] �� ��� [1,+∞[�

�� �� ������� ��� √ ��� ������������ �������� ��� R� ���������� � ���� ε > 0� �� � η1 ������� ��� �� ��� [0, 2] ��

η2 ������� ��� �� ��� [1,+∞[� �� ���� ����� ����� η = min(η1, η2, 1)�

�� ������������ [0, 2] ��� �� ������� ���� �� �������� √ ��� ��� �������� ��� ������������ �������� ��� [0, 2] �������
�� �������� �� ������

��� [1,+∞[� �� �������� √ ��� 1
2 ���������������� �� ���� ���� x, a ∈ [1,+∞[ �� �

√
x +

√
a � 2 ����

��√x−√
a
�� =

���� x−a√
x+

√
a

���� � 1
2

��x− a
��� �� ������������ �� �������� √ ��� ��������������� ���� ������������ ���������

�� ���� ε > 0�

��� �������� ���������� �� √ ��� [0, 2] �� ������ η1 > 0 ��� ��� �

∀x, a ∈ [0, 2], |x− a| < η1 ⇒ |f(x)− f(a)| < ε (�).

��� �������� ���������� �� √ ��� [1,+∞[ �� ������ η2 > 0 ��� ��� �

∀x, a ∈ [1,+∞[, |x− a| < η2 ⇒ |f(x)− f(a)| < ε (��).

������ η = min(η1, η2, 1)� ������ x, a ∈ R+ �� ��������� |x − a| < η� � ��������� ����� �� � x � a� �� �
|x − a[< η ���� �� ����������� |x − a| < 1� �� ��� ���� ���������� ����� ��� x ∈ [0, 1] �� a ∈ [1,+∞[� �� � ����
��������� ���� ��� � ���� x, a ∈ [0, 2]� ���� x, a ∈ [1,+∞[� ���� ������ ���� �� ��������� �� ���� ��� η ��� ���������
� η1 �� η2� �� �� ��������� (�) �� (��)� �� ������� ���� |f(x)− f(a)| < ε� �
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�� ������� ��� f, g : R → R �������� �

�� f ��������

��� g ������

������� ��� g ◦ f �� f ◦ g ���� ��������

���������� � � g ��� ������ � ������� ����� ������ a � b ∈ R ���� ��� g(R) ⊂ [a, b] ������ ��� ����� ���������

�� �� � f(R) ⊂ R ��� ��������� ������ ��� ����� ��������� �� ��������� ��� ���������� ����� ���������� ����� �
������ �������� �� ������� �������� �� � (g ◦ f)(R) = g(f(R)) ⊂ g(R) ⊂ [a, b] ���� g ◦ f ��� �������

�� �� � f([a, b]) ��� ��� �� ������� ��� f ��� ��������� ������ [α,β] = f([a, b])� �� ��������� �������� ��� �����
���������� ����� ���������� �� ������� ������� � (f ◦ g)(R) = f(g(R)) ⊂ f([a, b]) = [α,β] ���� f ◦ g ��� �������

�������� �� �� � ��������� �������

�� ���� f : R → R �������� ����� ��� lim
+∞

f �� lim
−∞

f �������� �� ���� ������

�� ������� ��� f ��� �������

�� ������ ��� � f ��� ������ ��� K ��� I � ���� ���� � |f | � K ��� I�

�� � lim
−∞

f ���� ���� ������� �� ����� f ��� ������� ������ ��� K1� �� ��������� �� −∞� �� �� ��� �� ���

�������� �� �� ����� ]−∞, A]� �� � lim
+∞

f ���� ���� ������� �� ����� f ��� ������� ������ ��� K2� �� ���������

�� +∞� �� �� ��� �� ���������� �� �� ����� [B,+∞[� �� A � B ����� f ��� ������ ��� max(K1,K2) ��� R� ��
��� � ���� � ������ ����� � �� ������� �� �������� ��� ������ ��������� � f ��� �������� ��� [A,B] ���� ������
��� [A,B]� ������ ��� K3� �� ���� f ��� ������ ��� max(K1,K2,K3) ��� R�

�� ������������ �������������� ��� ������ � ��� �� ��� ���� ������ �

�� �������� arctan ��� �� �������������� ������ ��� ���� ����������

�� ����� ��������� �� lim
+∞

f = lim
−∞

f �

���� �� ��� ��� ��� ���� ������ ��� ��������� �� ������ ���� ��� �

• ���� f ��� ���������� ���� ���� ������� ��� ���� ������ �� ���� ������ ����� ���

• ���� f ����� ��� ���������� �� ������ ���� x0 ∈ R ��� ��� f(x0) �= lim
+∞

f = lim
−∞

f � ������ � ������� f ��

−f ��� ��� ������� ���� ����� ��� �� ����� ����� ������ ����� � f(x0) > lim
+∞

f = lim
−∞

f � �� �������� ��

����� ��� ��� ������� ������ ���� ����� ������ A �� B ���� ��� f < f(x0) ��� ]−∞, A[ �� f > f(x0) ���

]B,+∞[� ��� ����������� �� � sup
R

f = sup
[A,B]

f ��� ��� ������� ��� �������� ��� ������ ����������

�� ���� f : R → R ��� ����������� �������� ����� ��� lim
+∞

f = lim
−∞

f = +∞� ������� ��� f ����� �� ������� ��� R�
������ ���� �� �������� ����������� �� ���� ������ � �� ������ A �� B ���� ��� f > f(0) ��� ]−∞, A] �� ��� [B,+∞[
������� �� ���� �������� �� ����� ��� ��� �������� ���� inf

R
f=inf

[A,B]
f ��� ��� ������� ��� ���� ��� ������ ����������

����� ������� ������ ��� ������ ���� ����������� � �� ���� g = arctan ◦f � �� �������� g ������ ��� ����������
�� ���� ���� ������� ��� �� ��� ���� ������� �������������� ��� ��� ��������� � g < π

2 � ��� ������� ���������� ��
arctan �� �� ��� �� ���� ���� f �

������ ���������� � ��������� �������� � ����������������������������

��������� ��� � �� ����� ���� ���� �� �������� ��� �� ����� ��� �� ���� ������ ��� ����� ��� ���� � ��������� �����������������

�� �� ��� ������� �� ���� ��������
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���� f : [a, b] → R ��������� ���� a � b� ������� ����� ������ c ∈ [a, b] ��� ���

� b

a

f(t) dt = (b− a)f(c)�

���������� � �������� ��� m = inf
[a,b]

f �� M = sup
[a,b]

f �������� �� ��������� �������������� �� ����

�������� �� ������������� ������������ ����� ����� ������������

���� f : [0, 1] → R� ����������� �� ���� In =

� 1

0

tnf(t) dt�

�� �� ������� f ∈ C([0, 1],R)� ������� ����� � In −−−−→
n→∞

0�

�� �� ������� f ∈ C1([0, 1],R)� ������� ����� � In = f(1)
n + o

�
1
n

�
�

�� ����������� �� �� � f(1) �= 0 ����� �� � In ∼ f(1)
n �

�� �� ������� f ∈ C2([0, 1],R)� ������� ����� � In = f(1)
n − f(1)+f �(1)

n2 + o
�

1
n2

�
�
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