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������ � BA �� F(A,B) ��������� ���������� ��� ������������ �� A ���� B�
�� ���� ������������� f ∈ BA� �� f ∈ F(A,B)� �� f : A → B�
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�������� �� ���������

�� ������ �� ������� ������������� �� Q ���� R ��� ���������� �������� ���������� �

�� ������ �� ������� ������������� �� F(R,R) ���� R ����������� �������� ��������� �

�� ������ �� ������� ������������� �� Q+ ���� N ���������� �������� ���������� �
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�� ��������� ���� ���������� �� �������� �� ����� � �� �������� �� ���� ������������ ���������� ��� ����������

�������� �� ���������������

�� �� ����� ����� ��������� A� B� C �� ���� ������������ f ∈ BA� g ∈ CB �

�� ������� ���� �� g ◦ f ��� ���������� ����� f ��� ���������� ������ �� ������� �� g ����� ��� ����������

�� ������� ���� �� g ◦ f ��� ����������� ����� g ��� ����������� ������ �� ������� �� f ����� ��� �����������

�� ������� ���� �� g ◦ f ��� ��������� �� f ����������� ����� g ��� ����������

�� ������� ���� �� g ◦ f ��� ���������� �� g ���������� ����� f ��� �����������

�� ���� ����� �������� �� ������� A = B �� f ◦ f ◦ f = f �
������� ��� ������������ � f ��������� ⇔ f ���������� ⇔ f ����������

✄✂ �✁���� ���������� ���� �� ��� ��������� �������� �

�������� ��

������ f : N → N �� g : N → N ���� ���������� �� N ���� N�

������� ��� ��� ������������ u = f + g : N → N �� v = f × g : N → N �� ���� ��� ��� �����������

�������� ��

������ f : N → N �� g : N → N� �� �������� ����� ���� f � g ���� ∀n ∈ N, f(n) � g(n)�

�� �� ������� f ��������� �� f � idN� ������� ����� � f = idN�

�� �� ������� g ���������� �� idN � g� ������� ����� � g = idN�

�� �� ������� f ���������� g ���������� �� f � g� ������� ����� � f = g�

�������� �� �� ������������� ���� � �������� ��� �������� ��������������

�� ������� � ���������� ������ ��� ������������ f : N → N ������ ��� ∀n ∈ N, f(n) + f(f(n)) = 2n (�)�

�� ������� ��� �� f �������� (�)� ����� f ��� ����������

�� �� ������� ���� �� f �������� (�)� ����� f = idN�

�� ���������
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## 12-17-Applications, exos ##

1/3

(Q+ → IN

firred. H

→

injective.

. 2P(29+1)

Soient le per

EQ+ (ecriture creductible)

Supp fle) = f(a)

Alors 2 Pe (242 +1)=2 (242 + 1)

ie 2q4+1 = 28+P+1242+1)

don 24x+1 e 21+1

2274/24,+ ) E 211+1

por que 282-P41242+ 1) € 2N+4,

On a nécessairement 'Pe-Pq=0

En

reinjectant, 24, +1=242 + 4 ie (9 = 42

1

1

dore

1

O O n'a pas d'antécédent donc l'application n'a pas d'omberedent
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Joit (ns, n) E IN

Montrons-le

Injectiute ( My V1N3, N2) E IN?, f(11) = $(^2) = n4 = r2)

=

2

Trastons deux was

len cas (f(nt) = f(ne) > 0):

Alors fline) ne peut pas être égul à . nt < 0

donc fine) - hit

De même, f(N2) = h . D'où 12 ore

ze cos (f(14) = f(nz) <0):

Alors flny) ne peut pas être égal à à h />

ni

2

=

ni=n2

SIN

o

het1

donc f(ns)

2

 +1

de même, flna)=

2

d'or - not

Uzti

2

2

nienz

Surjectivité (¥*E7L, Inen, flu) = k)

Soit kEZL.

Traitous deux cas.

per cas. (k>0): Posons n=2k. On

a bien neN

Ine2N = f(n) -7-22 Ke

2@cus (k so): Posons n=-2k-1 .

co



On a bien fnen

nE 2IN+1

→ +n)= - (-26-1)+1

k

2

d'au lu surja

d'où la bija



de

g

par inj. de

211) Soient A, B, C des ensenbles.

Scient f:A-Bet ge:BC injectives.

Mq gof injective.

Soient az, a EA. Supp yof(as) = go f (uz)

Eg(flue)) = f(f(az)) par inj.

flui) = f(ec)

 Cls=2

212] Soient A, B, C des ensembles. .

Soient f: A B et g: B-C surjectives.

My gof surjective.

On sa subEB, Ja EA, f(a) = b (5)

14c EC, FbEB 9(b)-c (9)

Soit cE C, Par (g), il existe b E B tq g(6)=C.

D'après (f), il existe a ta tq f(a) =b.

Ainsi

c=g(b) = g(fla)) = gof(a).

Ou

antécédent de c

pear gof doo jof ourjecti

a



EXMAPP

12 13

2

Scient

Soient A, B, C des ensembles.

Soient St:AB

bjectives

9: B

En particulier f et y injectives. D'apnei 211, gof esting

En particulier fet a surjectives. D'upne's 212, go f est surg

got est bij

13/11 On suppose gof injective.

(Q2, Q.) E tq f(az) = f(Qc)

En composant par g, on a a

g(f(Qx) = g(f(22)

gof (az) = g of (az)

gof est injective, donc as = 42

f(az) = f(a) =

donc f er injective

.

R

SRR

Notons

g. lxxc?

go f = (exp)? = expolid

pas injective

3/2 On suppose y of surjective.

Soit zec. gof surjective lone il existe xe A

tel

f (x)

que zo go f (ə) ie **g(f(x). Pasons

y

ie

Or

si

an=

=a2

R

et

2.

x H

ex

n'est



Notons

IR Rt

a hoz?

13/3

puis elle est

R R

ti

xhet g

go f(x) = (exp = ex done got surjective

of n'est

pus surjective l'apre's le cours

Supp {

gof injective

f surjective

ie ((04,09) € ”g((42) = g(4(22) + 4z = a;

[)

14bEB, Ja EA, f(a) = b

Ma g injective. ie H (63,68€ B g(kz) = g(b) = ks = be

Soit bu, be)€ B? Il existe az, az EA? Sf (az) = 64

g(bz) = g(+(as)) et g (be) = g(+16)

Supp g(b)- ylbe

) ie (844) = g(f(42)

clanc

donc

f(usl - flue)

don

be=be

Meth 2 Paprès 3/1, f est surjective done come fest sung of bijective

donc d'après le cours fa

n bij donc en sorticulier injective

(f (az) = b;

le =

Ą

1

ulle



e soit une sorrection

Donc

est

g= (goflot esh

nj

d'apred 2

ing inj

316 Dapve's 3/2 y

est injective

comme y est injective on a

On a y bijective done

g a une fonction reciproque gt elle est surfective

t- g'olgof)

sorj

surj sung

Notons H = {u(2), xe EN}

per

u sont une surjection et donc une bijection.

Ch doit quoic 16H.

Er le seul

Moyen

d'evoir ula)= 1 est

(1) Soit f(a) = 1 ef g(a) = 0 pour un centar, a EIN

(2) Soit f(a)=0 et

ef g(a)=1

1

cas

pour

que

d'avoic

De même on doit avoir OEH. Le seul

hopen

u(b)co est f(b)=0 et ylb)=0

Donc il est impossible d'avoir letter O EN

Pour

que

Notone H = {v(x), z fin}

une bijection on doit avoir le for

moyen d'avoir é (a) -1 . f (alty (al = 1

et donc

le seul



De même 2 EH donc il existe b ta

fxg

e

u u =

g

+g

bij?

ON

a un antecedent a

fixlf g() = {1(x) = 0

x

V

ENN

EN

f(x) = 01

(x) = 01

g=

2

2

a un antecedent &

f(p) #g(B) = (B) = 12

EN EIN

1 2

2

donc {+ (P), g(P)} = {4, o

ÀR. P. I f(3) = 0 1 let g(3)=1)

1 f(Q)=07

par injectivité, az ß den ula) - ul

Or

(p)

IMM

20

21
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���������� ��� �������� ����������

�������� �� ���������������

�� �� ����� ����� ��������� A� B� C �� ���� ������������ f ∈ BA� g ∈ CB �

�� ���� ����� �������� �� ������� A = B �� f ◦ f ◦ f = f �
������� ��� ������������ � f ��������� ⇔ f ���������� ⇔ f ����������

• ��� ���������� �� � f ��������� ⇒ f ��������� �� f ��������� ⇒ f �����������

• ��������� ���������� f ��������� �� ���� a ∈ A�
�� � f((f ◦ f)(a)) = (f ◦ f ◦ f)(a) = f(a)� ���� ��� ����������� �� f �� � (f ◦ f)(a) = a = idA(a)�
���� ����� ���� ���� ���� ������� a ∈ A� �� � ���� f ◦ f = idA�
�� ������������ f ��� ��������� �� ��������� ���������� f ◦ f �
�� � ���� ������ ������������� � f ��������� ⇒ f ����������

• ��������� ���������� f ���������� �� ������ a �� a� ���� �������� �� A ���� ��� f(a) = f(a�)�
������� f ��� ����������� f ◦ f ����� ����� �� ���� �� ������ �� ������� x ∈ A ��� ��� (f ◦ f)(x) = a �� �� ������ ��
������� x� ∈ A ��� ��� (f ◦ f)(x�) = a��
��������� f(a) = f(a�) �� ������� ����� (f ◦ f ◦ f)(x) = (f ◦ f ◦ f)(x�)� ��� �� ������� ���������� ��� ���������� ����
�� ����� f(x) = f(x�)� �� ��� �������� ��������� a = f(f(x)) = f(f(x�)) = a��
�� �� ������ f ��� ���� ����������
�� � ���� ������ ������������� � f ���������� ⇒ f ����������

��� ����������� ��� ������������� �� � ���� ���� ����� ������ ��� ������������ ����������� ���� ���������

�������� ��

������ f : N → N �� g : N → N� �� �������� ����� ���� f � g ���� ∀n ∈ N, f(n) � g(n)�

�� �� ������� f ��������� �� f � idN� ������� ����� � f = idN�

�� ���� ������� ∀n ∈ N, f(n) = n� �� ��������� ��������� ��� �� �������� ��� ����������� �� ��������� ��
��� ������� �� ���������� ��� ����������� �� ���������� ����� ��� ����� ����� ���� ���� ��������� �� ��������� ��
�� ���� �������� ��� ���������� ������

�������� ����� � ���� n ∈ N �� ��������� ∀k < n, f(k) = k� �� ���� ������� f(n) = n� �� �� � f � idN
���� f(n) � n �� �� f(n) ∈ {0, 1, . . . , n}� ���� ��� ��������� �� ���������� ��� ������� 0� 1� . . .� n − 1 ��� ����
�� ���������� ��� f ����������� ���� �� ������� ���� ������� �� n ��� f �� ��� f ��� ��������� ������ �� �����
���� ����� � ������ �� ����� ��������� �� ���������� ���� ������ ��� ����� ��� ����� ������������� ����� �� ���
�������� �� � ���� �������������� f(n) = n�

�� ��������� ��� ��������� ������������ ���� ��� ���� ����� ���� ���� ������ n � 0� ��������� ��� �� � ���� f = idN�

��� �������� �������� ���� ����� ������ ����� ����� ��� ��� ������ �� ���������� �� ��� ���� ���������� ������

�� �� ������� g ���������� �� idN � g� ������� ����� � g = idN�

�� �������� ����� ��� ������ ��� �� ������ �� �� ������� ����������� ������� �� �� ������ ������������� ���
������ ����� �� ������� �� �� ������� �� ���� ��������������� � �����

��� ����� �������� ��� �� �������� ����� ���� �� �������� ��������� ���� �� ��� ����������� f = idN � �� ����
��������� �� ������� �� �� �������� ��������� ���� ������� ������� �� ������ ���� ������������

�� �� ������� f ���������� g ���������� �� f � g� ������� ����� � f = g�

�� ������� �� ���� ������ ���� �� ����� ��

• �� �������� ��� ��� �������� � �� A ��� �� �������� ���������� �� h : A → N� ����� f � g �������� f◦h � g◦h�
�������� ����� �������� �� ������� ���� ��� �� ���� ����� �������� ��������� f � g� ���� a ∈ A� ������ n = h(a)�
�� � f(n) � g(n) ��� f � g� ������������ f(h(a)) � g(h(a)) �� ������ (f ◦h)(a) � (g ◦h)(a)� ���� ����� ���� ����
���� a ∈ A� �� � ���� f ◦ h � g ◦ h�



5/1

of injective

• f <ida ie UNEN, f(n) <n

ng

f = idN

le VnEln, ful=n

par

recurrence Corte

Heredibe forte Sait nEN. Supp vkE [g r[, $(x) = {

On veut

Procédons

of f(n) {n

f(n)=n ou f(n) zn.

ou

fik)- &

My f(n)=n par l'absurde. Supp f(u) < n.

Notons k=fln).

Ef(k)=f(t)

on f injective.

f(k)= f(n)

k

or kE [0, nI donc kn

n

lu
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�� �� ����� ����� ��������� A� B� C �� ���� ������������ f ∈ BA� g ∈ CB �

�� ���� ����� �������� �� ������� A = B �� f ◦ f ◦ f = f �
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• ��� ���������� �� � f ��������� ⇒ f ��������� �� f ��������� ⇒ f �����������

• ��������� ���������� f ��������� �� ���� a ∈ A�
�� � f((f ◦ f)(a)) = (f ◦ f ◦ f)(a) = f(a)� ���� ��� ����������� �� f �� � (f ◦ f)(a) = a = idA(a)�
���� ����� ���� ���� ���� ������� a ∈ A� �� � ���� f ◦ f = idA�
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• ��������� ���������� f ���������� �� ������ a �� a� ���� �������� �� A ���� ��� f(a) = f(a�)�
������� f ��� ����������� f ◦ f ����� ����� �� ���� �� ������ �� ������� x ∈ A ��� ��� (f ◦ f)(x) = a �� �� ������ ��
������� x� ∈ A ��� ��� (f ◦ f)(x�) = a��
��������� f(a) = f(a�) �� ������� ����� (f ◦ f ◦ f)(x) = (f ◦ f ◦ f)(x�)� ��� �� ������� ���������� ��� ���������� ����
�� ����� f(x) = f(x�)� �� ��� �������� ��������� a = f(f(x)) = f(f(x�)) = a��
�� �� ������ f ��� ���� ����������
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�� �� ������� f ��������� �� f � idN� ������� ����� � f = idN�

�� ���� ������� ∀n ∈ N, f(n) = n� �� ��������� ��������� ��� �� �������� ��� ����������� �� ��������� ��
��� ������� �� ���������� ��� ����������� �� ���������� ����� ��� ����� ����� ���� ���� ��������� �� ��������� ��
�� ���� �������� ��� ���������� ������

�������� ����� � ���� n ∈ N �� ��������� ∀k < n, f(k) = k� �� ���� ������� f(n) = n� �� �� � f � idN
���� f(n) � n �� �� f(n) ∈ {0, 1, . . . , n}� ���� ��� ��������� �� ���������� ��� ������� 0� 1� . . .� n − 1 ��� ����
�� ���������� ��� f ����������� ���� �� ������� ���� ������� �� n ��� f �� ��� f ��� ��������� ������ �� �����
���� ����� � ������ �� ����� ��������� �� ���������� ���� ������ ��� ����� ��� ����� ������������� ����� �� ���
�������� �� � ���� �������������� f(n) = n�

�� ��������� ��� ��������� ������������ ���� ��� ���� ����� ���� ���� ������ n � 0� ��������� ��� �� � ���� f = idN�

��� �������� �������� ���� ����� ������ ����� ����� ��� ��� ������ �� ���������� �� ��� ���� ���������� ������

�� �� ������� g ���������� �� idN � g� ������� ����� � g = idN�

�� �������� ����� ��� ������ ��� �� ������ �� �� ������� ����������� ������� �� �� ������ ������������� ���
������ ����� �� ������� �� �� ������� �� ���� ��������������� � �����

��� ����� �������� ��� �� �������� ����� ���� �� �������� ��������� ���� �� ��� ����������� f = idN � �� ����
��������� �� ������� �� �� �������� ��������� ���� ������� ������� �� ������ ���� ������������

�� �� ������� f ���������� g ���������� �� f � g� ������� ����� � f = g�

�� ������� �� ���� ������ ���� �� ����� ��

• �� �������� ��� ��� �������� � �� A ��� �� �������� ���������� �� h : A → N� ����� f � g �������� f◦h � g◦h�
�������� ����� �������� �� ������� ���� ��� �� ���� ����� �������� ��������� f � g� ���� a ∈ A� ������ n = h(a)�
�� � f(n) � g(n) ��� f � g� ������������ f(h(a)) � g(h(a)) �� ������ (f ◦h)(a) � (g ◦h)(a)� ���� ����� ���� ����
���� a ∈ A� �� � ���� f ◦ h � g ◦ h�



����� �������� ������ � ���� ����� ��������� � ���������

• �� �������� ������ �� �� ������� � �� �������� �� �� ����� g ��� ���������� ���� ������� �� ����� ���� � ��
������� � ������ h : N → N �g◦h = idN�� �� � f � g ���� ������� �� �������� f ◦h � g◦h = idN � ��� ��������� h �
�� ������� � ������ ���� ��� g� ���� ������� �� ����� ���� ��� ���������� ����� ������� �� ����� ������ ��� ����������
���� f ◦ h ��� ��������� ����� �������� �� ��������� ����������� �� � ���� f ◦ h ��������� �� f ◦ h � idN � �� �����
������� �� �������� ��� �� � f ◦ h = idN �

• ���� ����� f ��� ���������� ���� ����� �� ������� � ������ u ������� �� ����� �u ◦ f = idN�� �� ���������
��������� ���������� ��� u � ������ �� ������� u ◦ f ◦ h = u ◦ idN � ������������ h = u �� ���� � h ◦ f = idN �

• �� ���� ��� � ����� �� �� ������� ���� ���� �������� �� � h◦f = idN � �� ������� � ������ ��� g �� ��� �����
g ◦ h ◦ f = g� ���� ������ ��� ��������� �� h� �� � g ◦ h = idN� ���� �� ������� f = g� �� �������

�������� �� �� ������������� ���� � �������� ��� �������� ��������������

�� ������� � ���������� ������ ��� ������������ f : N → N ������ ��� ∀n ∈ N, f(n) + f(f(n)) = 2n (�)�

�� ������� ��� �� f �������� (�)� ����� f ��� ����������

���� f ��� ����������� ��� �������� (�)� ������ a� b ���� N �� ��������� f(a) = f(b)� ����� �� ���������� f ��
������� f(f(a)) = f(f(b)) ���� ��� ����� �� ������� f(a)+f(f(a)) = f(b)+f(f(b)) ���� 2a = 2b �� ���� a = b�

���� ��������������

�� �� ������� ���� �� f �������� (�)� ����� f = idN�

���� f ��� ����������� ��� �������� (�)� �������� ∀n ∈ N, f(n) = n ��� ���������� ������

�������� ����� � ���� n ∈ N �� ��������� ∀k < n, f(k) = k� ������� �� �������� ����������� f ��� ��������� ����
f(n) � n ��� �� ����� f(n) < n ����� ��� ���� �� ������ f(f(n)) = f(n) �� ���� ������ �� ����� ���� �����������
n �� f(n)�� ��� ��������� ��� ���������� ��� ����� �� � ���� f(n) + n � 2n �� �� f(n) + n � f(n) + f(f(n))
�� ���� n � f(f(n))� �� �� ����� f(f(n)) < n� ��� ������������ �� ������ f(f(n)) < f(n) �� ���� �� �����������
f(f(n)) �= f(n)� ���� ��� ��������� ��� ����� �� ����������� f(f(f(n))) = f(f(n)) �� ���� f(f(n)) ������ ����
����������� f(n) �� f(f(n))� �� ����� ��� ��������� ���� f(f(n)) � n �� ���� ��� ������������ f(f(n)) = n� ��
����������� ���� (�)� �� ������� ���� f(n) = n�

�� ��������� ��� ��������� ������������ ���� ��� ���� ����� ���� ���� ������ n � 0�

�� ���������

����� idN �������� �� ����� �������� (�)� ���������� ��� ��������� ��� {idN}�

�������� �� �������������������������� �� �� � �� �� ����� �� �������� E� ���� ������� A �� B �� E �� ��

����������� � ������������� φ :

�
P(E) → P(A)× P(B)
X �−→ (X ∩A,X ∩B)

�

�� ������ ��� ��������� ���������� �� �������� ������� ��� A �� B ���� ��� φ ���� ����������

��� ��� ��� � A ∪B = E� �� ������ ������ �� ���������� �������� �

⇒ ��������� φ ���������� �� �������� ����� � Φ(A ∪ B) =
�
(A ∪ B) ∩ A, (A ∪ B) ∩ B

�
= (A,B) ��

Φ(E) = (A ∩ E,B ∩ E) = (A,B)� ��� ����������� � A ∪B = E�

⇐ ��������� A ∪ B = E� ������ X,Y ∈ P(E) ���� ��� Φ(X) = Φ(Y ) �� �� ���� ��� (X ∩ A,X ∩ B) =

(Y ∩ A, Y ∩ B)� �� �� ���� ���

�
X ∩A = Y ∩A
X ∩B = Y ∩B.

�� ������� �� ������� ��� ��������� �� �������� ������ ��

������� (X ∩ A) ∪ (X ∩ B) = (Y ∩ A) ∪ (Y ∩ B) �� �� X ∩ (A ∪ B) = Y ∩ (A ∪ B) �� ���� ������� �����������
X ∩ E = Y ∩ E �� �� X = Y �
���� ����� ���� ���� ���� ������ (X,Y ) ∈ P(E)2 ��� ��� Φ(X) = Φ(Y )� Φ ��� ����������

�� ������ ��� ��������� ���������� �� �������� ������� ��� A �� B ���� ��� φ ���� �����������

��� ��� ��� � A ∩B = ∅� �� ������ ������ �� ���������� �������� �

�� �������� � �� � h ◦ f = f ◦ h = idN � ��������� ��� h ��� �� �������� ���������� �� f ���� ��� �� �� �� ����������� �� g��



����� �������� ������ � ���� ����� ��������� � ���������

✄✂ �✁���� ���������� ���� �� ��� ����������� �

�������� �� ��������������������������

�� �� ����� �� �������� E� ���� �������A ��B �� E �� �� ����������� � ������������� φ :

�
P(E) → P(A)× P(B)
X �−→ (X ∩A,X ∩B).

�� ������ ��� ��������� ���������� �� �������� ������� ��� A �� B ���� ��� φ ���� ����������

�� ������ ��� ��������� ���������� �� �������� ������� ��� A �� B ���� ��� φ ���� �����������

�� ������ ��� ��������� ���������� �� �������� ������� ��� A �� B ���� ��� φ ���� ����������

�������� �� ��� ������������� �������������

���� ��� ��������� �� �� ����� ���� ��������� A1 �� A2 ��� ���� �� ��������� ����� ������� ����� ������ ���� ������������
ϕA : A1 → A2 �� ψA : A2 → A1 ������ ��� ψA ◦ ϕA = idA1 �� ϕA ◦ ψA = idA2��

�� �� ����� ��������� ���� ������ ��������� B1 �� B2 ��� ���� ��������� �� ����������

�� ������� ��� ��� ��������� A1 ×B1 �� A2 ×B2 ���� �� ����������

�� ������� ��� ��� ��������� P(A1) �� P(A2) ���� �� ����������

�� ������� ��� ��� ��������� B1
A1 �� B2

A2 ���� �� ����������

���� � ���� ��� ������� ������� �� ����������� �� �� ��� ��������� ���� ����� ���� �� �� �� ������� ��� ����

�������� �� �������� �� �������

���� E �� �������� �� f : E → P(E)� �� ���� ����� A = {x ∈ E, x /∈ f(x)}�
�� �������� ��� A ��� ��� ������������ ��� f �

���������� � ��� ���������� �� ������ a �� ��� ����������� ������� ����� ������ a ∈ A ⇔ a /∈ A�

�� �� ������� �� ����������� ����� �������� ������ �� ���������� ���� �������� E ���� ���������� �� ��� ������� P(E)�

�� �� ������� �� ����������� ����� �������� ��� ����������� �� ���� ��� �����������

�������� � �� ���� ���������� ������� ����� � � ��� ���������� �� R ���� {0, 1}N �� ���� ���� P(N) ����� ������� ����
������������� �� �� ������������� �� ���� 10 ��� ������� �� �������� � �������� ���� ��� ��������� ��� ����� ��� �����
������� ��� ��������� ��� ��������

✄✂ �✁����� �� �������� ���������������

�������� ��� �� �������� �� ������� �� ������ �� �� ����� �������� � �� ������� ��� ����� �� ��� ����������� �������� �
������ ����� ���� � � �� ������ ���� �� �������� ������ ������ ������� �� ����� ������ � ��� �������� ���� �������������
��������� ������ ��� ��� �������� ���� ������������ ���� �� ���� �������� �� �� ��������� �� � � �� ������ ������ �� ��������
�� ������ ��� ���� �� ������ �� ��������������� ������� ���� �� ���� ������� � ��� ������ ����������� ������������

�� ������� ���� ����� ���������� ��� �� ������ �� �� ������ �� ���� �� ����� ��� 1 234 �������� ����� ���������

� �� �� �� �������� ������� �� ������� ��� ��� �������� �

������ ���������� � ��������� �������� � ����������������������������

��������� ��� � �� ����� ���� ���� �� �������� ��� �� ����� ��� �� ���� ������ ��� ����� ��� ���� � ��������� �����������������



����� �������� ������ � ���� ����� ��������� � ���������

⇒ ��������� φ ����������� ����� (A, ∅) � �� ���������� X �� ����

�
A ∩X = A
B ∩X = ∅ �� ��

�
A ⊂ X
X ∩B = ∅ � ����

A ∩B ⊂ X ∩B = ∅�

⇐ ��������� A ∩B = ∅� ���� (P,Q) ∈ P(A)× P(B)� ������ X = P ∪Q�

�� �

�
X ∩A = (P ∪Q) ∩A = (P ∩A) ∪ (Q ∩A)
X ∩A = (P ∪Q) ∩A = (P ∩A) ∪ (Q ∩A)

�

�� �� � P ⊂ A ���� P ∩A = P �� P ∩B ⊂ A ∩B = ∅ ���� P ∩B = ∅� ���� X ∩A = P �
�� ���� �� � Q ∩A = ∅ �� Q ∩B = Q� ���� X ∩B = Q�
���������� �� � φ(X) = (P,Q)� �� ���� ����� ���� ���� ���� ������ (P,Q) ∈ P(A)× P(B)� Φ ��� �����������

�� ������ ��� ��������� ���������� �� �������� ������� ��� A �� B ���� ��� φ ���� ����������

�� ��������� ��� �� ����������� �������� � �� ����������� �� ������������� �� �� �� ����������� � ��� ��� ��� B = cA�

�������� �� ��� ������������� �������������

���� ��� ��������� �� �� ����� ���� ��������� A1 �� A2 ��� ���� �� ��������� ����� ������� ����� ������ ���� ������������
ϕA : A1 → A2 �� ψA : A2 → A1 ������ ��� ψA ◦ ϕA = idA1

�� ϕA ◦ ψA = idA2
��

�� �� ����� ��������� ���� ������ ��������� B1 �� B2 ��� ���� ��������� �� ����������

�� ������� ��� ��� ��������� A1 ×B1 �� A2 ×B2 ���� �� ����������

�� ������� ��� ��� ��������� P(A1) �� P(A2) ���� �� ����������

�� ������� ��� ��� ��������� B1
A1 �� B2

A2 ���� �� ����������

���� � ���� ��� ������� ������� �� ����������� �� �� ��� ��������� ���� ����� ���� �� �� �� ������� ��� ����

�� �������� ��� ���� ��� ������� ������� ��� ��������� ���� ���� ��� ���� ��������� ���� ���� �� ��������� �� �� ���������
�� ��� ��� �� ���� ��������� �� ���� ������� �� ��������� ��� �������� ������� �� �������� ���� �������� �� �� �����
A×B� P(A) �� BA� ����� �

�� ������ Φ :

�
A1 ×B1 → A2 ×B2

(a1, b1) �→
�
ϕA(a1),ϕB(b1)

� �� �� ����� ���������� ���������� Ψ :

�
A2 ×B2 → A1 ×B1

(a2, b2) �→
�
ψA(a2),ψB(b2)

�
.

�������� ����� � Ψ ◦ Φ = idA1×B1
� ���� (x1, y1) ∈ A1 ×B1�

�� � (Ψ ◦ Φ)(x1, y1) = Ψ
�
Φ(x1, y1)

�
= Ψ

�
ϕA(x1),ϕB(y1)

�
�

���� (Ψ ◦ Φ)(x1, y1) =
�
ψA

�
ϕA(x1)

�
,ψB

�
ϕB(y1)

��
= (x1, y1)�

���� ����� ���� ���� ���� ������ (x1, y1) ∈ A×B� �� � Ψ ◦ Φ = idA1×B1
�

�� ������ �� ����� ��������� ����� � Φ ◦Ψ = idA2×B2 ��� ������ ����� �� �������� ��� 1 �� ��� 2 �� ��� ϕ �� ��� ψ��

��� ������ A1 ×B1 �� A2 ×B2 ���� �� ����������

�� ������ Φ :

�
P(A1) → P(A2)
P �→ ϕA(P ) = {ϕA(x), x ∈ P}.

��� �� ����� ���������� ���������� � Ψ :

�
P(A2) → P(A1)
Q �→ ψA(Q) = {ψA(y), y ∈ Q}.

�������� ����� � Ψ ◦ Φ = idP(A1)� ���� X ⊂ A1�
�� � (Ψ ◦ Φ)(X) = Ψ

�
{ϕA(x), x ∈ X}

�
= {ψ(ϕA(x)), x ∈ X} = {x, x ∈ X} = X�

���� ����� ���� ���� ����� ������ X �� A1� �� � ���� Ψ ◦ Φ = idP(A1)�

�� ������ �� ����� ��������� ����� � Φ ◦Ψ = idP(A2)�

��� ������ P(A1) �� P(A2) ���� �� ����������

�� ������ Φ :

�
B1

A1 → B2
A2

u �→ ϕB ◦ u ◦ ψA
�� Φ :

�
B2

A2 → B1
A1

v �→ ψB ◦ v ◦ ϕA.

�������� ����� � Ψ ◦ Φ = idB1
A1 � ���� f ∈ B1

A1 �
�� � (Ψ ◦ Φ)(f) = Ψ

�
Φ(f)

�
= Ψ(ϕB ◦ f ◦ ψA) = ψB ◦ ϕB ◦ f ◦ ψA ◦ ϕA = f ��� ������������� �� �� ������������

���� ����� ���� ���� ����� ����������� f �� B1
A1 � �� � ���� Ψ ◦ Φ = idB1

A1 �

�������� ����� � Φ ◦Ψ = idB2
A2 � ���� g ∈ B2

A2 �
�� � (Φ ◦ Ψ)(g) = Φ

�
Ψ(g)

�
= Φ(ψB ◦ g ◦ ϕA) = ϕB ◦ ψB ◦ g ◦ ϕA ◦ ψA = g ��� ������������� �� �� ������������



����� �������� ������ � ���� ����� ��������� � ���������

���� ����� ���� ���� ����� ����������� g �� B2
A2 � �� � ���� Φ ◦Ψ = idB2

A2 �

��� ������ B1
A1 �� B2

A2 ���� �� ����������

�������� �� �������� �� �������

���� E �� �������� �� f : E → P(E)� �� ���� ����� A = {x ∈ E, x /∈ f(x)}�

�� �������� ��� A ��� ��� ������������ ��� f �

���������� � ��� ���������� �� ������ a �� ��� ����������� ������� ����� ������ a ∈ A ⇔ a /∈ A�

��� ��������� � ��������� ����� ��� ���������� a �������
�� � ����� a ∈ A ⇔ a ∈ {x ∈ E | x /∈ f(x)} ⇔ a /∈ f(a) ⇔ a /∈ A�
�� ������ ���� �� ������ ���������� � �� ��������� �� ��� ��������� ��� ��������������

�� �� ������� �� ����������� ����� �������� ������ �� ���������� ���� �������� E ���� ���������� �� ��� ������� P(E)�

��� ��������� � �� ��� ����� ����������� f : E → P(E) ���������� ������ �� ������ A = {x ∈ E, x /∈ f(x)} ��� ���
������������ �� ��� ��������� �� �������������

�� �� ������� �� ����������� ����� �������� ��� ����������� �� ���� ��� �����������

��������� ����� ������ �� �������� E ���� ��� �������� ���� ���� ��� ��������� ��� ������������ E �� P(E) ���
����������� � E � �� ���� ����� ���� ��������� ����� ���������� ������ ��� ������� �� E ���� ��� ��������� ����
������������� � E ��� ���������� ����������� ������������� ϕ ������ �� E ���� P(E) ����� ���� � �� A ��� ���
������ �� E� ����� ϕ(A) = A� ����� ϕ(A) = ∅� ����� ������ ��� ������� �� E ������������� � E� ϕ ��� ����
����������� �� � ���� ������ ��� ���������� �� E ���� P(E)� �� ��� ����� �� ������������� ���� �� �������� ��
������� ��� ���������� E �� ������� ��������

�������� � �� ���� ���������� ������� ����� � � ��� ���������� �� R ���� {0, 1}N �� ���� ���� P(N) ����� ������� ����
������������� �� �� ������������� �� ���� 10 ��� ������� �� �������� � �������� ���� ��� ��������� ��� ����� ��� �����
������� ��� ��������� ��� ��������

✄✂ �✁����� �� �������� ���������������

�������� ��� �� �������� �� ������� �� ������ �� �� ����� �������� � �� ������� ��� ����� �� ��� ����������� ��������
� ������ ����� ���� � � �� ������ ���� �� �������� ������ ������ ������� �� ����� ������ � ��� �������� ���� ����
���������� ��������� ������ ��� ��� �������� ���� ������������ ���� �� ���� �������� �� �� ��������� �� � � �� ������
������ �� �������� �� ������ ��� ���� �� ������ �� ��������������� ������� ���� �� ���� ������� � ��� ������ �����������
������������

�� ������� ���� ����� ���������� ��� �� ������ �� �� ������ �� ���� �� ����� ��� 1 234 �������� ����� ���������

� �� �� �� �������� ������� �� ������� ��� ��� �������� �

������ M ���������� ��� ������ �������� �� P ���������� ��� �������� �� ��������� ������������� f : M → P ��� �
�� ����� ������� �� ������� �� ����� ��� ���������� ���������� ������� �� ���������� ��� ������������� ��� � �� �������
������� �� ����� ���� ������ �� � ����� ��� ������� ����� ��� ���� ������ ���� ���� ��������� �� ��������� ��� �� ����
�������� ���� |M | = |P | = 1233� �� �������� ������� ��������� ���������� ��� ���� ��� ������� ���� �� ��� ������� ��
�������� ��� ������

������ ���������� � ��������� �������� � ����������������������������

��������� ��� � �� ����� ���� ���� �� �������� ��� �� ����� ��� �� ���� ������ ��� ����� ��� ���� � ��������� �����������������


