Lycée Alphonse Daudet — MPSI Année 2020-2021 — Exercices

Applications I

Rappel : B4 et F(A, B) désignent I’ensemble des applications de A dans B.
On note indifferemment f € B4, ou f € F(A,B),ou f: A— B.

[INJECTIVITE, SURJECTIVITE, BIJECTIVITE]

Exercice 1. Exemples.

1. Donner un exemple d’application de Q dans R non injective. Est-elle surjective ?

2. Donner un exemple d’application de F(R,R) dans R surjective. Est-elle injective ?
3. Donner un exemple d’application de Q4 dans N injective. Est-elle surjective ?
4

. Donner un exemple d’application de N dans Z bijective.

Exercice 2. Compositions.

Ou l'on démontre deux théoréemes du cours et on en retrouve un troisiéme.

1. Montrer que la composée de deux applications injectives est injective.
2. Montrer que la composée de deux applications surjectives est surjective.

3. Retrouver plus simplement le résultat du cours : la composée de deux applications bijectives est bijective.

Exercice 3. Décompositions.

On se donne trois ensembles A, B, C et deux applications f € B4, g € CB.

Montrer que, si g o f est injective, alors f est injective. Donner un exemple ol g n’est pas injective.
Montrer que, si g o f est surjective, alors g est surjective. Donner un exemple o1 f n’est pas surjective.
Montrer que, si g o f est injective et f surjective, alors g est injective.

Montrer que, si g o f est surjective et g injective, alors f est surjective.

Bl B

Dans cette question on suppose A = Bet fo fo f=f.
Montrer les équivalences : f injective < f surjective < f bijective.

{VOUS REPRENDREZ BIEN UN PEU D’ENTIERS NATURELS 7}

Exercice 4.
Soient f: N — Net g: N — N deux bijections de N dans N.

Montrer que les applications u = f +g: N— Net v = f x g : N — N ne sont pas des bijections.

Exercice 5.

Soient f: N — Net g: N — N. On rappelle qu'on note f < g pour Vn € N, f(n) < g(n).
1. On suppose f injective et f < idy. Montrer qu’on a f = idy.
2. On suppose g surjective et idy < g. Montrer qu’on a g = idy.

3. On suppose f injective, g surjective et f < g. Montrer qu'on a f = g.

Exercice 6. Ou l'injectivité aide o résoudre une équation fonctionnelle.

On cherche a déterminer toutes les applications f : N — N telles que Vn € N, f(n) + f(f(n)) =2n ().
1. Montrer que si f respecte (), alors f est injective.
2. En déduire que, si f respecte (%), alors f = idy.

3. Conclure.
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Applications I

Correction des derniers exercices.

Exercice 3. Décompositions.
On se donne trois ensembles A, B, C' et deux applications f € B4, g € CB.

5. Dans cette question on suppose A= Bet fo fo f=f.
Montrer les équivalences : f injective < f surjective < f bijective.

e Par définition, on a f bijective = f injective et f bijective = f surjective.

e Supposons maintenant f injective et soit a € A.
Ona f((f o )(a) = (f o fo f)(a) = f(a), donc par injectivité de f on a (f o f)(a) = a = ida(a).
Ceci étant vrai pour tout élément a € A, on a donc fo f =ida.
En particulier, f est bijective de bijection réciproque f o f.
On a donc montré 'implication : f injective = f bijective.
e Supposons maintenant f surjective et soient a et o’ deux éléments de A tels que f(a) = f(a’).
Puisque f est surjective, f o f Pest aussi et donc il existe un élément x € A tel que (f o f)(x) = a et il existe un
élement 2’ € A tel que (fo f)(2') =d'.
L’égalitée f(a) = f(a’) se réécrit alors (fo fo f)(x) = (fo fof)(a), qui se réécrit elle-méme, par hypothése, sous
la forme f(x) = f(2'), ce qui implique finalement a = f(f(x)) = f(f(z)) =d'.
Et en résumé f est bien injective.
On a donc montré 'implication : f surjective = f injective.

Par composition des implications, on a donc bien monté toutes les implications intervenant dans 1’énoncé.
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2. On suppose g surjective et idy < g. Montrer qu’on a g = idy.
On pourrait batir une preuve sur le modéle de la réponse précédente. Essayez de le faire. Sérieusement, es-
sayez, sinon la lecture de ce corrigé ne sert essentiellement & rien.

Une autre solution est de procéder comme dans la question suivante, dans le cas particulier f = idy. Si vous
comprenez le corrigé de la question suivante, vous devriez pouvoir le faire, méme mentalement.

3. On suppose f injective, g surjective et f < g. Montrer qu'on a f = g.

La méthode la plus simple (pas la seule!)

e On commence par une remarque : si A est un ensemble quelconque et h : A — N, alors f < g implique foh < goh.
Montrons cette remarque en détails bien que ce soit assez évident. Supposons f < g. Soit a € A. Posons n = h(a).
On a f(n) < g(n) car f < g. Cest-a-dire f(h(a)) < g(h(a)) ou encore (foh)(a) < (goh)(a). Ceci étant vrai pour
tout @ € A, on a bien foh < goh.
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e La remarque permet de se ramener & la question 1. En effet, g est surjective donc d’aprés le cours elle a un
inverse a droite h : N — N (goh = idy). On a f < g donc d’aprés la remarque foh < goh = idy. Par ailleurs, h a
un inverse a gauche (qui est ¢g) donc d’apres le cours elle est injective. Enfin, d’aprés le cours encore (ou l’exercice
2.), f oh est injective comme composée de fonctions injectives. On a donc f o h injective et foh < idy. Et donc,
d’aprés la question 1., on a foh =idy.

e Mais comme f est injective, elle admet un inverse a gauche u d’aprés le cours (uo f = idy). En composant
l’égalité précédente par u & gauche on obtient uo f o h = woidy, c’est-a-dire h = u et donc! ho f =idy.

e La béte est a terre et ne demande qu’a étre achevée. On a ho f = idy. On compose a gauche par g ce qui donne
goho f=g. Mais comme, par définition de h, on a g o h = idy, cela se réécrit f = g. Et voilou.

Exercice 6. Ou l'injectivité aide a résoudre une équation fonctionnelle.
On cherche & déterminer toutes les applications f : N — N telles que Vn € N, f(n) + f(f(n)) =2n ().

1. Montrer que si f respecte (%), alors f est injective.

Soit f une application qui respecte (x). Soient a, b dans N et supposons f(a) = f(b). Alors en appliquant f on
obtient f(f(a)) = f(f(b)) puis par somme on obtient f(a)+ f(f(a)) = f(b)+ f(f(b)) donc 2a = 2b et donc a = b.

D’ott I'injectivité.

2. En déduire que, si f respecte (%), alors f = idy.
Soit f une application qui respecte (x). Montrons Vn € N, f(n) = n par récurrence forte.

Heérédité forte : soit n € N et supposons Vk < n, f(k) = k. D’apreés la question précédente, f est injective donc
f(n) = n (si on avait f(n) < n alors par hdrf on aurait f(f(n)) = f(n) et f(n) aurait au moins deux antécédents
n et f(n)). Par stabilité des inégalités par somme on a donc f(n) +n = 2n i.e. f(n) +n = f(n)+ f(f(n))
et donc n > f(f(n)). Si on avait f(f(n)) < n, par transitivité on aurait f(f(n)) < f(n) et donc en particulier
f(f(n)) # f(n), mais par ailleurs, par hdrf, on obtiendrait f(f(f(n))) = f(f(n)) et donc f(f(n)) aurait deux
antécédents f(n) et f(f(n)). Ce n’est pas possible, donc f(f(n)) > n et donc par antisymétrie f(f(n)) = n. En
réinjectant dans (%), on obtient bien f(n) = n.

La propriété est fortement héréditaire, elle est donc vraie pour tout entier n > 0.

3. Conclure.

Comme idy respecte de fagon évidente (), 'ensemble des solutions est {idy}.
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[VOUS REPRENDREZ BIEN UN PEU D’ENSEMBLES ?]

Exercice 7. Intersection/Union/Traces.

PE) — P(A) xP(B)
X — (XNAXNB).
1. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur A et B pour que ¢ soit injective.

On se donne un ensemble F, deux parties A et B de FE et on s’intéresse a 'application ¢ : {

2. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur A et B pour que ¢ soit surjective.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur A et B pour que ¢ soit bijective.

Exercice 8. Des isomorphismes ensemblistes.

Dans cet exercice, on se donne deux ensembles A; et Ay qui sont en bijection (cela signifie qu’il existe deux applications
wa: Al = Aget gt Ay — A telles que Yg 094 =ida, et pao0hs =ida,).

On se donne également deux autres ensembles By et By qui sont également en bijection.
1. Montrer que les ensembles A; x By et Ay X By sont en bijection.
2. Montrer que les ensembles P(A;) et P(Az) sont en bijection.
3. Montrer que les ensembles Bt et Bo? sont en bijection.

N.B. : Tout est trivial (euh... en convient-on ?) si les ensembles sont finis, mais on ne le suppose pas ici.

Exercice 9. Théoréme de Cantor.
Soit E un ensemble et f: E — P(E). On note alors A={zx € E, = ¢ f(x)}.
1. Justifier que A n’a pas d’antécédent par f.
Indication : par 'absurde, en notant a un tel antécédent, montrer qu’on aurait a € A < a ¢ A.
2. En déduire en particulier qu’il n’existe jamais de surjection d’un ensemble F dans I’ensemble de ses parties P(F).
3. En déduire en particulier qu’il n’existe pas d’"ensemble de tous les ensembles".

Remarque : on peut facilement montrer qu’il y a une surjection de R dans {0,1}" et donc dans P(N) (cela résulte trés
immédiatement de la décomposition en base 10 des réels). La question 2 implique donc que linfinité des réels est "plus
grande" que Uinfinité des entiers.

[SPOIL DU CHAPITRE "DENOMBREMENTS"}

Exercice 10. On organise un tournoi de tennis de la facon suivante : on procéde par tours et par élimination directe. A
chaque tour, s’il y a un nombre pair de joueurs, chaque joueur affronte un autre joueur : les perdants sont définitivement
éliminés, tandis que les gagnants sont sélectionnés pour le tour suivant. Si au contraire il y a un nombre impair de joueurs,
un joueur est tiré au hasard et automatiquement qualifié pour le tour suivant ; les autres s’affrontent normalement.

Le tournoi dure assez longtemps, car au départ on ne compte ni plus ni moins que 1234 joueurs. C’est beaucoup.

A la fin du tournoi, combien de matches ont été disputés ?

Enoncé disponible & I’adresse suivante : http://mpsi.daudet.free.fr/.

N’hésitez pas & me poser tout type de question sur un point qui ne vous parait pas clair par mail a ’adresse abbrug@gmail.com.



Exercice 8. Des isomorphismes ensemblistes.
Dans cet exercice, on se donne deux ensembles A; et Ay qui sont en bijection (cela signifie qu’il existe deux applications
wa:t Al = Aget gt Ay — A telles que Ya 0pa =ida, et paohs =ida,).
On se donne également deux autres ensembles By et By qui sont également en bijection.
1. Montrer que les ensembles A; x By et As x By sont en bijection.
2. Montrer que les ensembles P(A;) et P(Az) sont en bijection.
3. Montrer que les ensembles B4t et By™? sont en bijection.

N.B. : Tout est trivial (euh... en convient-on ?) si les ensembles sont finis, mais on ne le suppose pas ici.

Je conviens que tout est trivial lorsque les ensembles sont finis car deux ensembles finis sont en bijection si et seulement
si ils ont le méme cardinal, il suffit ensuite de connaitre les formules donnant le cardinal d’un ensemble de la forme
A x B, P(A) ou BA. Sinon :

Al X B — A2 X By
(a1,b1) +— (pa(ar),eB(b1))

Montrons qu'on a ¥ o ® = id 4, x5, . Soit (xl,yl) € A x By.
Ona (Vo ®)(ry,y1) = ‘I’(‘b(l‘l’yl ) (SOA x1) @B(yl)),

donc (Vo ®)(x1,y1) = (¢A (‘PA(xl))wa<¢B(y1))) = (21,11).

Ceci étant vrai pour tout couple (z1,y1) € Ax B,on a Vo ® =idy, xp,-

AQXBQ — A1XBl

1. Notons ® :{ (ag,b3) +— (¢A(a2)7¢B(b2))-

et de facon totalement symétrique W : {

On montre de fagon identique qu’on a ® oW =id,«p, (il s’agit juste de permuter les 1 et les 2 et les ¢ et les ).

Par suite, Ay x By et As X By sont en bijection.

P —  oa(P)={palx), z € P}
Q@ = $a(@Q) ={valy), y€Q}.
Montrons qu’on a ¥ o ® = idp(4,). Soit X C A;.

Ona (¥o®)(X)="({palx), v € X}) ={d(pa(x), € X} ={z, r€ X} =X
Ceci étant vrai pour toute partie X de Aj, on a bien W o ® =idp(y4,).

2. Notons & : {

Et, de facon totalement symétrique : ¥ : {

On montre de fagon identique qu’on a ® o ¥ = idp(4,).

Par suite, P(A;) et P(As) sont en bijection.

Aq Ao As Ay
3. Notonsq):{ By - B etCIJ:{ By - b

u — QDBO'LLOQZ)A v — ¢BOUOSOA~

Montrons qu'on a W o ® =idg a,. Soit f € B4

Ona (Vod)(f) = \I/(<I>(f)) =U(ppofoha)=tpoppofoihsops = f par associativité de la composition.
Ceci étant vrai pour toute application f de B;™, on a bien ¥ o ® = idg, a,.

Montrons qu'on a ® o ¥ =idpg, 4,. Soit g € ByA2
Ona (®oW)(g) = P(¥(g)) = P(ypogowa) =ppotpogopsoihs =g par associativité de la composition.
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Ceci étant vrai pour toute application g de By?2. on a bien ® o U = idg,a,.

Par suite, B1t et By4? sont en bijection.

Exercice 9. Théoréme de Cantor.
Soit E un ensemble et f: E — P(E). On note alors A={x € E, = ¢ f(x)}.
1. Justifier que A n’a pas d’antécédent par f.

Indication : par l'absurde, en notant a un tel antécédent, montrer qu’on aurait a € A & a ¢ A.

Par ’absurde : supposons qu’un tel antécédent a existe.
Onaalorsac Asac{rcE|aé¢ f(x)) e ad fla)=ad A
Il existe donc un énoncé équivalent & sa négation, ce qui constitue une contradiction.

2. En déduire en particulier qu’il n’existe jamais de surjection d’un ensemble F dans ’ensemble de ses parties P(E).

Par ’absurde : si une telle application f : E — P(E) surjective existe la partie A = {x € E, = ¢ f(x)} n’a pas
d’antécédent ce qui contredit la surjectivité.

3. En déduire en particulier qu’il n’existe pas d’"ensemble de tous les ensembles".

Supposons qu'’il existe un ensemble £ dont les éléments sont tous les ensembles (en particulier, £ et P(E) ap-
partiennent & &, ¢a sent quand méme 'arnaque cette histoire). Toutes les parties de E sont des ensembles donc
appartiennent & F par hypothése. Considérons ’application ¢ définie de F dans P(FE) comme suit : si A est une
partie de F, alors p(A) = A, sinon p(A) = (. Comme toutes les parties de E appartiennent & E, ¢ est bien
surjective. On a donc exhibé une surjection de E dans P(FE), ce qui entre en contradiction avec le théoréme de
Cantor. Par conséquent F ne saurait exister.

Remarque : on peut facilement montrer qu’il y a une surjection de R dans {0,1}" et donc dans P(N) (cela résulte trés
immédiatement de la décomposition en base 10 des réels). La question 2 implique donc que linfinité des réels est "plus
grande” que Uinfinité des entiers.

{SPOIL DU CHAPITRE "DENOMBREMENTS"J

Exercice 10. On organise un tournoi de tennis de la fagon suivante : on procéde par tours et par élimination directe.
A chaque tour, §’il y a un nombre pair de joueurs, chaque joueur affronte un autre joueur : les perdants sont défi-
nitivement éliminés, tandis que les gagnants sont sélectionnés pour le tour suivant. Si au contraire il y a un nombre
impair de joueurs, un joueur est tiré au hasard et automatiquement qualifié pour le tour suivant ; les autres s’affrontent
normalement,.

Le tournoi dure assez longtemps, car au départ on ne compte ni plus ni moins que 1234 joueurs. C’est beaucoup.

A la fin du tournoi, combien de matches ont été disputés ?

Notons M l’ensemble des matchs disputés et P I’ensemble des perdants du tournois. L’application f : M — P qui a
un match associe le perdant du match est clairement bijective, puisque sa réciproque est I’application qui a un perdant
associe le match lors duquel il a perdu (le dernier qu’il ait joué donc). Mais deux ensembles en bijection ont le méme
cardinal donc |M| = |P| = 1233, la derniére égalité signifiant simplement que tous les joueurs sauf un (le gagnant du
tournoi) ont perdu.

Enoncé disponible & I’adresse suivante : http://mpsi.daudet.free.fr/.

N’hésitez pas & me poser tout type de question sur un point qui ne vous parait pas clair par mail a ’adresse abbrug@gmail.com.



