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Applications

abjectif principal Comprendre les injections

, bija trens, surjection

I Generalites

1 Definitions. Exemples

def

Soient A B deux Aucubles. On appelle upplication de Adem B

fiA →B un procédé associaut à tout élémata de A un únique

element plan dans B.

Deux applications fig: A B sont égales lorsque la FA, f(a)=glu).

eg

fonctions reeltes

te sont des applications de PCR) dow PCR)

eg

• R

COS : R IR

cos: (0,7c] [-1 1

en: R4

eg les suites à valeurs chen E

Applications de IN dans E

eg

c. SPLE) – + PLE)

A A ACA



eg pour y ERG

Jef

La translation de verhear Ulo est une appliation de

appliation de IR“ diena R

soient A, B deux ensembles et f€ BA

Soient a ta et b E B tq fla) = b

an dit b est l'image de a parf

f our

ou a est un antécédlast heb

par f.

A En general, une image existe tj et est unique mais un antecedeut

peut ne

pas

exister ou ne pas être unique

eg fiRR=>x?

.2 a plusieurs antécédents par f: V2 er ve

d'untécédants parf

• 2 n'a

pas



2 Représentation

rema representation patatoïdale

0

A

B

def Graphe de f

Soient A, B deux ensembles et fiA -B.

ef

= {(?) E AXB b= f(a)}

(

=

eg

Pour f:I-> R le grophe de f est lene partie de Ré (le plan)

R

Le graphe de c:

JR¬R

x

est le nême que f

que f:/R-R+

OCH

2

Xx

nais

ctf

de graphe une voit pas"

les ewembles d'arrivee

def prolongement & restriction

Soient A,ÁC des ensembles tq ACA'et f: A B et g# MB

prolongement de fū A' VIEA, g(u) = f(a)

g est un



of est une restriction de gă A

rema Unicité et existance d'une restriction

reng

A'DA

si giA'→B

→ B ovee

A fars l'unique restriction de

g

į A est

A

B

→ gla)

notata

GA

eg

restriction à Rt de id?

IR → R+

Considerons t :

A ná pos de fonction reciproque.

x + x2

Sa restriction à R + FER

a une fonction reciproque.

MAIS

eg

IR*

1

R

sin a

x H

X

pleres de prolongements à R:

toutes les applications de la forme

R R

sinx

X

si x = 0

oi a ER

CH

2

a

sinon

tout ces

parmi



A.

Un prolongement existe toujours ucis n'est jamais unique

Un prolongement n'existe pas toujours mais est tj unique

[-1, 1] → R

|xl

peut se prolonger par periodicite sur FR

2

a

whe



IR → R

est

xastal

si xel-1, 1]

$ x [24 –1, 2+1]

112-281

ie

sh

IR ->R

a 2 (x-270

car 2k-1<x<2k + 1

62k <x+1<2k +2

o k < xt1 <k+1

rema On peut aussi écrire

R » IR

acos (cos (Tt x))

Sie

XA

T

rema Une formule n'est past une bonne description d'une

application

def Soient A,B, B' trois ensembles tels

S: f:A->B. On peut

A-B'

9Yx1400)

g

est un coprolongement ile f a' B'

que B CB'.

J:AB'

peut définir

>



rema Un coprolongement est tj unique et existe tj

1

que B CB

def

Soient A, B, B trois ensembles tels

BCB

Si fg: A B et alors on peut definir une application

1962).XEACB

peut definir une application

→ B

1x ()

Alors on

fifus to give

f est appelée une corestriction de

y

à B

rema

Une correstriction n'existe pas toujours mais est toujours

unique

notatn

1B

eg

fi

fillore e f n'a pas de reciproque mantis

IR

fir

+

oni.



De même, acos

n'est

pas

la fonction reciproque de

R R

|(-1, 1]

mais de cos

cos: (-1, 1] →[0 c]

x H cos z

1[, 1]

II Composition - Reciproques

1 Structure catégorielle

def

Soient A, B, C trois ensembles.

S

B

f

il A - > B

Sf: A +B

19:

BC

C

On apelle fonction composee gof l'application

>C

(A ->

(x->g(f(x)

rem

img

0:

F(B,C) * F(A,B) + F(A,C)

f) gof

(g.

def

Soit A un ensemble. On apelle identité de A

l'application idea

AA

x x



o

thm

Saient A, B,,D des ensembles.

1 idg est neutre à gauche pour

& fEBA, id go f =

id est neutre à droite pour

& f EBA, foida = f

O

20 est associative

& f E BA, VgEco, the D, ho(gof)= (hog) of

dem

1 soit f:A → B.

idgo f = x+

= x vido (f(x))

cro f(x)

foida = x->f(ida (2)) = x f(x)

= OCH

= OCH

2 Scient f g h

ho (gof) = x + (90f))

= X H hlg (f(x))

=> > (hog)(f(x))

=(hog) of



2 Applicutvons we ciproques

def

g : B BA

ty

Soient A B deux ensembles et f: A B On appelle

application reciproque de f

une application

(gofaida

sog - ide

.

dem

1

fi={

1 Une application ne ciproque n'existe

pus toujours

SRR

supp gif Ona (0) = f(210)

la H COS X

On Qurait g(f(0) = g( dl2re ))

up

'elle existe application reciproque de f est unique :

on le note ft

270

2 Lorsqu

line app

3 La notation f indique l'inverse de f pour

o

dem

2

Considérons deux réciproques ge, 92 de f:A B

→.

Ma 42 EB 92 (2) = 92(2). Soit EB

ga of = ida

9 of zida

VaĄ, ge(fla)) = 92(f(0) =

En particulier, pour

91(x) E A

On obtient

gel(ge (2))) - 91(2) = 92 (+(9262)))



o

foge=id.

ge(2)< y2(H3.(a)

29,(x) = 9(a)

Meth 2

Considerons 91, 92 deux reciproques de f'AB3

on sg

ge of egzo

Iz of aida

gta fogz-

idB

-

gz

( 91 ofo

gt o foge=geol togel

A

par

de

prop

soit f: AB ty fot

A lors (f")"=f

dem

('')' *'. f? - f

eg

Pour les applications réelles on connait moult applications

ayant une réciproque:

(id)?: IR4 → R+

:

tan:]- - R a une réciproque utan: R – BLI

R+

OL

une réciproques:R4



a

rem

exp: IR - RI

reciproque ln: IR R

Pour montrer qu'une fonction reelle (convenable meat restreinte at

utilise le

the onere

Le bij

costreinte) on

de

II Bijection, injection, surjection

1 Bijectivité

def

un unique

ssi

a

Soient A, B deux enseubles et f:

AB. On dit que f est bijective

lorsque

WbEB 3!4€ A, f(a) = b

ic H élément de B a

antecedente purf

thm

Soient A, B. Jes ensembles et f:

AB, alors f est bijective

une application réciproque.

dem

Di f

Supp f bijective.

Posons

bir d'unique eft de A tq f(a) = b

Montrons ģof = ida

Doit a EA yof(a) = g(f(a) - 7(b)

en premant b= f(a)

Ainsi g(b) est

g(b) est 'unique a EA

t'urique Q E A tq f(oc

) = b = f(a). Par unike, a =

Donc gof (a) = g(b) = * = idA ()

B -> A



a est

tq f(u) = b

Montrons fog=ido

Sot DEB. f(g(b)) = f(a) ou

l'unique alt de A

de Aty

donc f(g(b)) = f(a) = b = idg(b)

rema djectivité sur la representation paha toidale

Pour construire ft

den des Heichen

on

luverte

le den

B

6: Supp fe

a une reciproque

On veut montrer VoĚ B, 3!16A, fla) = b

reciproque f-':B-A

J:

Posons a

a = f''(6)

f(a) = fof' (6)

ido (b)

:b

!: Considérons deux antecé dants qq et az de b par f.

Ainsi flas) = b = f(az)

clonc flas) = flaz)

On applique f': "(flat) - F-'[f(uz)

o

i

ida

ida

ie di = 92



on

on note

rappel

Pour A un ensemble note SA l'ensemble les bijections de A dans A

Pour A = {1, 2,...,n}

Sn l'ensenble des

des bijections de lh..,ns aus {1,3 .. n}

eg Sz = {icl, T2, T3, Izs, C, et }

1 Snlan!

be û 1 Sal = |A|!

thin

Soient A, B, C des ensembles et f: A → B, y:B ( bijectives

1 gof est bijective

2 (gof)

f'og

1

gof

ch

g

A

IC

B

for

gof

g'

1

dem

h :

2 f et g bijectibes donc f' et gl existent

f-rog. My he (gof)

hegef- f • (1 o). 4

fo ide o of

f'of

= ida



go

go toho golfoftog

go ide og

agogi

idc

donc h est bien lu reciproque de gof, ie

(gohlta ha flog

1 En particulier gof

thm

Soient A B deux ensembles et f:A - B bijective

Alors le grophe de lu réciproque.

fla)

eges = {

= { **, a € 4]

dem

(« = {(f") be B} = {(29

) a=f"(6)}

=

= {(5), WEAR

{(3), fle) =

(b}



:/R R

Le

graphe de la reciproque d'une fonction reelle bijective

s'obtient par symétrique daye A

A: y=x

)

Sa.

l(g) - 61

2 Surjectivite

On dit

Soient A, B deux enseuldes et f:AB.

que f est surjective lorsque tt élt de B a

a moins un antécédant

par fi

HbEB, Jaba, f(a) = b

reng

A

B

eg

2 uh

d'antecedut

pas

(R = R

1

2CH COS

n'est PAS surjestive :

{

IR → [-1, 1] EST subjective

x H COS



2

d'antécédent

exp:

RR n'est

pas surjective: -666 n'a pas

exp: R-Rt est surjective

reana

si f:4 → B quelconquer

Notons C= {f(x), x t A}

Alors CCB et fc est burjective

prop

inverse ă droite

soient A B deux ensembles et f:

AB.

f surjective of

Øg: BA tq toga ide

dem copie-collé de la partie

de la

preuve

de la bjectivit

than

Joient AB, C trois enseubles et

Sf: AB

3:8-c Wrjestives

Alors gof surjective

dem

[TD]



On dit

3 Injectivité

def

Joient 43 decex ensembles et f: A B

que f est surjective lorsque

tout elt de B a

plus

antécédent parf

HbEB, W621,Qz)€ À?, flav=f(«) = 6 7 Q1 - 42

W (4Q) CA, fax) = f(us) => 24 = 22

au

un

remy

par contra position :

f injective # Hlus, az) € À 11+ ax = f(uz) + f(az)

reing

Akte c'est

py

eg

exp: IRR injective

cos: R

R→IR

pas injective

uais eos: [0, TC] - R

est injective

rema

On peut être injectif en restreignant mais il n'y a pas

de formule generale



prop

Soient A, B des ensembles et f: AB

Supposons at

Alors finjective of fa un inverse à gauche ie

une Conction :

BA

tq gof=ida

dem exercice

ta

thm

Soient A, B, C trois ensembles en 4:4-B, 7:B-C injectives

alors gof est injective

dem

[TD]

4 Applications au dénombrement

thm Scient AB c'eux en ty

S#AEN

#BEIN

1 #A # B  il existe une

bijection de A clans B

2 #AL #Bo il existe une

injection de A dans B

3 #A > #BB il existe une surjection de A dems B. (pour B+9)



dem en TD

rema

Joient A, B deux ens. et f.AB

f bijective of injective et surjective

thm

Joient A,B tq #A - #BEN et f:A-B. Alors sont equivalents:

f bijective (6)

f injective

f surjective

(8)

(i)

dem

Watons n:=#A=#Bet SA:- {at, az, ... Qn}

B:= {at, Az, ..., An}

(6) + (0)

(1) ok!

!

(b) = (s) ok!

Mg 5

(s) = (b). Supp f injective

My f surjective. On a flas)...., f(an) E B

ce sont des elt distincts de B

Ainsi [ {}(22),..., flan) CB

> {flad..., f(an)} =B

{

#{f(ds...

, flQn)} = #B

'

Supp f surjective. Mq t injective

et

Mq" (s) => (b).



f surjective donc B C {flas),

B C {flas),-, fland

{flas), ,flan)}

et

donc

B>

Or

flan) sont distincts

Ban éléments donc f(as),

Donc Hitj, f(di] = f(aj)

ie Hlai, Q;) EA?, ai + aj = f(az) + +(aj)

i f est injective

a O


