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Images et noyaux itérés

Le résultat sur les images et noyaux itérés est un classique incontournable sur les endomorphismes.

On va utiliser ici la version sur les noyaux pour redémontrer le théoréme vu en TACMAS sur la majoration de I'indice
de nilpotence d’une matrice. Encore une fois, l'illustration que la théorie a des applications concrétes.

Dans toute la suite, E' désigne un espace vectoriel et f un endomorphisme de E.

On fait le travail sur les noyaux...

Montrer que la suite (Ker(f™)), oy est croissante pour Iinclusion.

Montrer que, si la suite (Ker(f")), <y fait une pause, alors elle stationne.
Remarque : on dit que la suite (u,)nen fait une pause s’il existe i € N tel que u;y1 = u;.

Rappel : on dit que la suite (un)nen stationne s’il existe i € N tel que Yn > i, u, = u;.

Montrer que, si dim(E) < +oo, alors (Ker(f")), cy stationne, au plus tard & partir du rang dim(£).
Donner un exemple, en dimension infinie, pour lequel (Ker(f")), cy ne stationne pas.
APPLICATION : On suppose maintenant que A € M,,(K) est une matrice nilpotente, d’indice de nilpotence N.

En considérant I’endomorphisme f4 : 2 — Az de £(K™), montrer qu’on a N < n (théoréme vu en TACMAS).

Bis repetita placent sur les images...

Q1’| Montrer que la suite (Im(f™ est décroissante pour I’inclusion.
neN
Montrer que, si la suite (Im(f™)),, oy fait une pause, alors elle stationne.
Montrer que, si dim(£) < +o0, alors (Im(f")), <y stationne, au plus tard & partir du rang dim(£).

Donner un exemple, en dimension infinie, pour lequel (Im(f™)), cy ne stationne pas.

Enoncé disponible & I’adresse suivante : http://mpsi.daudet.free.fr/.

N’hésitez pas & me poser tout type de question sur un point qui ne vous parait pas clair par mail a ’adresse abbrug@gmail.com.
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