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Applications linéaires

Dans tout le chapitre, K désigne un sous-corps de C, en pratique R ou C.

I Définition et opérations sur les applications linéaires

I.1 Définitions - Exemples

Rappels de l’épilogue du cours sur les structures : les applications linéaires sont les « morphismes d’espace vectoriel »,
on peut donc les caractériser au choix par une des deux caractérisations équivalentes suivantes :

Proposition-Définition 1 : Application linéaire.

Soient E et F deux K-ev. Pour une application f : E → F on a équivalence entre :

1. f préserve les sommes et les multiplications par un scalaire, i. e. :

• ∀u ∈ E, ∀λ ∈ K, f(λu) = λf(u).

• ∀u, v ∈ E, f(u+ v) = f(u) + f(v).

2. f préserve les combinaisons linéaires, i. e. :
∀(u, v) ∈ E2, ∀(λ, µ) ∈ K2, f(λu+ µv) = λf(u) + µf(v).

On dit alors que f est une application linéaire. On noteL(E,F ) l’ensemble des applications linéaires deE dansF .

Démonstration. =⇒

f(λu+ µv) = f(λu) + f(µv)

= λf(u) + µf(v)

⇐=

f(µv) = f(0u+ µv)

= 0f(u) + µ(v)

= µf(v)

f(u+ v) = f(1u+ 1v)

= 1f(u) + 1f(v)

= f(u) + f(v)

�

Exemple 1 Pour tout K-ev E, idE : E → E est une application linéaire !

Exemples 2 Quelques exemples que l’on a déjà rencontrés avec ou sans démonstration :

• Considérons C comme un R-espace vectoriel (de dimension 2).
La conjugaison conj = z 7→ z est une application linéaire de C dans C : cf cours sur C.

• La transposition est une application linéaire deMp,q(K) dansMq,p(K) : cf Tacmas sur les matrices.

• Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et B une base de E. L’application de décomposition dans la
base B est une application linéaire de E dans Kn : cf chapitre sur la dimension finie.

• La dérivation des polynômes est une application linéaire de K[X] dans K[X]. Même chose pour la dérivation
de D(I,R) dans RI ou de C∞(I,R) dans C∞(I,R).

• Pour a, b ∈ R, « intégration entre a et b »
∫ b

a

:

®
Cpm([a, b],R) → R

f 7→
∫ b
a
f

, qu’on appelle par abus « l’intégrale »,

est une application linéaire de Cpm([a, b],R) dans R.
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Exemples 3 Quelques contre-exemples :

1. Si l’on voit C comme un C-espace vectoriel (de dimension 1), la conjugaison n’est pas une application linéaire
de C dans C. En effet, on a par exemple −1 = conj(i× i) 6= iconj(i) = 1.

2. L’application det :Mn(K)→ K n’est pas linéaire pour n > 2. En effet on a : det(2In) = 2n 6= 2 = 2 det(In).

Exemples 4 À vous

Tr =

®
Mn(K) → K
M 7→ TrM

φ =

®
C → C
z 7→ zn

où n ≥ 2 est fixé

n’est pas linéaire car en général (z1 + z2)n 6= zn1 + zn2

∞∑
n=0

=

®
séries convergentes → R∑
n≥0 un 7→

∑+∞
k=0 uk

est linéaire d’après le cours sur les séries.

< ·,

Ñ
a
b
c

é
> =


R3 → RÖ
x

y

z

è
7→ ax+ by + cz

est linéaire.
L’application utilisée dans le corrigé du CCINP 55 :


KN → K2

u 7→
Ç
u0

u1

å
est linéaire,car

∀u, v ∈ KN,∀λ, µ ∈ K, φ(λu+ µv) = φ((λun + µvn)n)

=

Å
λu0 + µv0
λu1 + µv1

ã
= λ

Å
u0
u1

ã
+ µ

Å
v0
v1

ã
= λφ(u) + µφ(v)

Variante CCINP 87
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Kn[X] → Kn+1

P 7→

Ü
P (α0)

...
P (λn)

ê
est linéaire.
(Dans les deux cas on est ramenné au fait que l’évaluation est une application linéaire)
Première méthode pour montrer qu’une application est linéaire : on revient à la définition. C’est ce qu’on a
fait pour les exemples 2. Remarquons que cette "première méthode" donne en fait déjà deux méthodes.

Exemple 5 Montrons que la trace est une application linéaire deMn(K) dansMn(K). Soient M = (mij), A = (aii) ∈
Mn(K) et λ, µ ∈ K

Tr(λM + µA) =

n∑
k=1

λmii + µaii

= λ

n∑
k=1

mii + µ

n∑
k=1

aii

= λTrM + µTrA

I.2 (Co)restriction

Proposition 1 .

Soient E, F des K-ev, G un sev de E et H un sev de F .

Si f : E → F est linéaire et f(G) ⊂ H, alors f
|H

|G
: G→ H est linéaire.

Démonstration. Évident ! �

En général, on note encore f l’application f
|H

|G
: le contexte permet de déterminer de quelle application on parle préci-

sément.

Deuxième méthode pour montrer qu’une application est linéaire : on montre que c’est la (co)restriction d’une
application linéaire.

Exemple 6 Montrons que Ψ :


R[X] → R

P =

deg(P )∑
i=0

aiX
i 7→

deg(P )∑
i=0

ai
i+ 1

est linéaire.

On identifie R[X] à l’espace des fonctions polynomiales.
ψ est la restriction à R[X] de

ψ̃ =

®
C(R,R) → R
f 7→

∫ 1

0
f

P = a0 + a1X + a2X
2 + · · ·+ anX

n

ψP =
a0
1

+
a1
2

+ · · ·+ an

=

∫ 1

0

a0dt+

∫ 1

0

a1tdt+ · · ·+
∫ 1

0

ant
ndt

=

∫ 1

0

(a0 + a1t+ · · ·+ ant
n)dt
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Or ψ̃ =
∫ 1

0
est linéaire donc ψ est linéaire comme restriction d’une AL 1.

I.3 Stabilité par combinaison linéaire

Dans ce paragraphe, on se donne E,F deux K-ev, f, g : E → F et λ, µ ∈ K.

On rappelle que par définition, on a : λf + µg :

ß
E → F
x 7→ λf(x) + µg(x)

.

Théorème 1 .

Si f et g sont linéaires alors λf + µg est linéaire.

Démonstration. On veut montrer que λf + µg est linéaire.
Soient x, y ∈ E, soient α, β ∈ K.

(λf + µg)(αx+ βy) = λf(αx+ βy) + µg(αx+ βy)

= λ(αf(x) + βg(y)) + µ(αf(x) + βg(y))

= α(λf(x) + µg(x)) + β(µf(y) + λf(y))

= α(λf + µg)(x) + β(λf + µg)(y)

Donc λf + µg est bien linéaire. �

Théorème 2 : Reformulation.

L(E,F ) est un sev de FE . En particulier, (L(E,F ),+, ·) est un K-espace vectoriel.

Troisième méthode pour montrer qu’une application est linéaire : on montre que c’est une combinaison linéaire
d’applications linéaires connues.

Exemple 7

θ =


M2(K) →M2(K)Ç
a b

c d

å
7→
Ç

a (2b− c)
(2c− b) d

å
=

Ç
2a− a 2b− c
2c− b 2d− d

å
On a φ = 2 id− t· donc φ est une AL car L(E,F ) est un sev.

Définition 2 .

On appelle homothétie vectorielle de rapport λ, ou plus simplement homothétie de rapport λ l’application
λidE : E → E. C’est une application linéaire.
On dit que f ∈ L(E) est une homothétie lorsque ∃λ ∈ K,∀u ∈ E, f(u) = λu, i.e. f = λid.

I.4 Composition

Dans ce paragraphe, on se donne E, F , G trois K-ev.

Théorème 3 .

Soient f ∈ L(E,F ) et g ∈ L(F,G). Alors g ◦ f ∈ L(E,G).

DémonstrationSoient u ∈ E, v ∈ E, λ ∈ K et µ ∈ K. On a :
(g ◦ f)

(
λu+ µv

)
= g

(
f(λu+ µv)

)
par définition,

= g
(
λf(u) + µf(v)

)
par linéarité de f ,

= λg
(
f(u)

)
+ µg

(
f(v)

)
par linéarité de g,

= λ(g ◦ f)(u) + µ(g ◦ f)(v) par définition.
D’où la linéarité. �

1. application linéaire
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Démonstration.

�

Quatrième méthode pour montrer qu’une application est linéaire : on montre que c’est une composée d’ap-
plications linéaires.

Exemple 8 L’application γ :

ß
K[X] → K
P 7→ P (n)(0)

est linéaire. En effet :

Rappel

·′ :

®
K[X] → K[X]

P 7→ P ′
, eval0 :

®
K[X] → K
P 7→ P (0)

∈ L

On a bien γ = eval0 ◦©n
k=0 ·′ donc γ ∈ L.

Nano-remarque On retrouve que

φ :

®
Kn[X] → K∑n
k=0 akX

k 7→
∑n
k=0

ak
k+1

Cas pour P =
∑n
k=0 akX

k et k ∈ J0, nK

P (k)(0) = k!ak

Donc pour i ∈ J0, nK

ai =
P (i)(0)

i!

donc

{
Kn[X] → K
P 7→

∑n
k=i

P (i)(0)
(i+1)!

est une CL d’AL donc une AL.
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Proposition 2 .

Soit h ∈ FE (une application quelconque !).

La composition par h à droite est distributive sur l’addition et compatible avec la multiplication externe :

1. ∀f, g ∈ GF , (f + g) ◦ h = f ◦ h+ g ◦ h ;

2. ∀f ∈ GF , ∀λ ∈ K, (λf) ◦ h = λ(f ◦ h).

Remarquons que ces deux propriétés peuvent être synthétisées en une :

∀f, g ∈ GF , ∀λ, µ ∈ K, (λf + µg) ◦ h = λ(f ◦ h) + µ(g ◦ h).

DémonstrationOn montre l’énoncé unificateur. Soient f, g ∈ GF et λ, µ ∈ K. Soit u ∈ E. On a :(
(λf + µg) ◦ h

)
(u) = (λf + µg)

(
h(u)

)
par définition de ◦,

= λf
(
h(u)

)
+ µg

(
h(u)

)
par définition des opérations,

= λ(f ◦ h)(u) + µ(g ◦ h)(u) par définition de ◦,
=

(
λ(f ◦ h) + µ(g ◦ h)

)
(u) par définition des opérations,

et ceci étant vrai pour tout u ∈ E, on a bien l’égalité voulue. �

Démonstration.

�
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Observons que, par définition de la linéarité, cette proposition peut se reformuler ainsi :

Théorème 4 .

Soient E,F,G des K-ev et h ∈ FE . L’application de précomposition par h

ß
GF → GE

f 7→ f ◦ h est linéaire.

/!\
Attention, on n’a rien de tel lorsqu’on compose à gauche !
Contre-exemple E = F = G = R, f = g = x 7→ x, h = x 7→ x2.

Par contre :

Proposition 3 .

Soit E,F,G des K-ev et h ∈ GF . Supposons h linéaire.
Alors la composition par h à gauche est distributive sur l’addition et compatible avec la multiplication externe :

1. ∀f, g ∈ FE , h ◦ (f + g) = h ◦ f + h ◦ g.

2. ∀f ∈ FE , ∀λ ∈ K, h ◦ (λf) = λ(h ◦ f).

Ou encore : ∀f, g ∈ FE , ∀λ, µ ∈ K, h ◦ (λf + µg) = λ(h ◦ f) + µ(h ◦ g).

DémonstrationOn montre l’énoncé unificateur. Soient f, g ∈ GF et λ, µ ∈ K. Soit u ∈ E. On a :(
h ◦ (λf + µg)

)
(u) = h

(
λf(u) + µg(u)

)
par définition de ◦,

= λh
(
f(u)

)
+ µh

(
g(u)

)
par linéarité de h,

= λ(h ◦ f)(u) + µ(h ◦ g)(u) par définition de ◦,
=

(
λ(h ◦ f) + µ(h ◦ g)

)
(u) par définition des opérations,

et ceci étant vrai pour tout u ∈ E, on a donc bien l’égalité voulue. �

Démonstration. �

Observons que, par définition de la linéarité, cette proposition peut se reformuler ainsi :

Théorème 5 .

Soit E,F,G des K-ev et h ∈ L(F,G). L’application de postcomposition par h

ß
FE → GE

f 7→ h ◦ f est linéaire.

Nous utiliserons des résultats précédents essentiellement uniquement la petite partie suivante :

Corollaire 1 .

Bilan :
(
L(E),+, ◦, ·

)
forme une K-algèbre. En particulier

(
L(E),+, ◦

)
forme un anneau.

Définition 3 .

On dit qu’une application linéaire est un un endomorphisme de E lorsque c’est une application d’un K-espace
vectoriel E dans lui-même. On notera L(E) plutôt que L(E,E) l’ensemble des endomorphismes de E.

Exemples 9 Reprenons les exemples précédents.

— idZ est toujours un endomorphisme

— · est un endomorphisme

— t· est un endormophisme ssi p = q

—
|
·
| B

est un endomorphisme ssi E = Kn

— K[X]→ K[X] est un endomorphisme

— D(I,R)→ RI n’est pas un endomorphisme

—
∫ b
a

: Cpm([a, b],R)→ R n’est pas un endomorphisme

— Suite de l’exo 0 : les deux premiers sont des endomorphismes

— Tr n’est pas un endomorphisme

—


KN → K2

u 7→
Ç
u0

u1

å
n’est pas un endomorphisme

7
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— Pour h linéaire, la précomposition par h ®
GF → GE

f 7→ f ◦ h

est un endomorphisme ssi E = F ie ssi h est un endomorphisme

Tout polynôme peut s’appliquer à tout élément de toute algèbre. En particulier :

Corollaire 2 .

On peut appliquer un polynôme à un endomorphisme. On obtient un endomorphisme.

Exemple 10 P (X) = X2 +X + 1 appliqué à f ∈ L(E) donne P (f) = f ◦ f + f + idE ∈ L(E)

Cinquième méthode pour montrer qu’une application est linéaire : on montre qu’elle est de la forme P (u)

avec P ∈ K[X] et u ∈ L(E). Cette méthode n’est adaptée qu’au cas des endomorphismes.

Exemple 11 φ :

ß
C∞(R,R) → C∞(R,R)

f 7→ f ′′ − 2f ′ + f
est linéaire car on a φ = P (u) où u = ∂ est la dérivation f 7→ f ′ et

P (X) = X2 − 2X + 1.

/!\
Lorsqu’on applique un polynôme a un endomorphisme, on fait très attention à ce que le terme constant
a0 devient, après application, a0idE .

Cas particulier du cas particulier Pour u :

®
c∞(R,R) → c∞(R,R)

f 7→ f ′

On obtient que u2 − 2u+ idc∞(R,R) est un endomorphisme

— −2u = −2f ′

— u2 = f ′′

et u2 − 2u+ id c’est


c∞(R,R) → c∞(R,R)

f 7→ f ′′︸︷︷︸
u2(f)

−2f ′︸ ︷︷ ︸
−2u(f)

+ f︸︷︷︸ id(f)

X2 − 2X + 1 = (X − 1)2 donc notre endomorphisme peut aussi s’écrire

(f 7→ f ′ − f)2 = f 7→ (f ′ − f)′ − (f ′ − f)

= f 7→ f ′′ − 2f ′ + f

Exo 0.1 de la feuille : c’est le même polynôme X2 − 2X + 1 appliqué à “shift” un 7→ un+1

(un 7→ un+1)2 − 2(un 7→ un+1) + 1 = (un 7→ un+1) ◦ (un 7→ un+1)− 2(un 7→ un+1) + id

= un 7→ un+2 − 2un+1 + un

I.5 Réciproque

Théorème 6 .

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f ∈ L(E,F ). Si f est bijective alors f−1 ∈ L(F,E).

Définition 4 .

Une application linéaire bijective est appelée un isomorphisme.

8
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Démonstration. Soient λ, µ ∈ K et u, v ∈ F .

f−1(λu+ µv) = f−1(λf(f−1(u)) + µf(f−1(v)))

= f−1(f(λf−1(u) + µf−1(v))) car f ∈ L

= λf−1(u) + µf−1(v) par définition

�

Exemples 12 Reprenons les exemples précédents.

— La conjugaison est un isomorphisme de C dans C. Elle a en effet une application réciproque linéaire : elle même.

— La transposition de Mp,q(K) dans Mq,p(K) est un isomorphisme. Son application linéaire réciproque est la
transposition deMq,p(K) dansMp,q(K).

— L’application
|
·
| B

: E → Kn est un isomorphisme : voir p. ??. �

— ·′ n’est pas un iso

—
∫ b
a
f n’est pas un iso

— Tr n’est pas un iso (sauf pour n = 1 )

—


KN → K2

u 7→
Ç
u0

u1

å
n’est pas un iso

— Exercice 0.2 : P 7→ P ′′(0) + P (0)X2 n’est pas un isomorphisme puisque X n’a pas d’antécédent

— Exercice 0.1 : u 7→ (un+2 − un+1 + un)n

Un antécédent de (0)n est une suite u telle que ∀n ∈ N, un+2 − 2un+1 + un = 0

S2,−1 = {λ(1n)n + nµ(1n−1)n, (λ, µ) ∈ K2}

= {(λ+ µn)n, (λ, µ) ∈ K2}

= suites arithmétiques

En particulier, (0)n a une infinité d’antécédents, donc ce n’est pas un isomorphisme

Sixième méthode pour montrer qu’une application est linéaire : on montre que c’est la réciproque d’une
application linéaire.

Exemple 13 Si E est de dimension finie n et B = (ε1, . . . , εn) est une base de E alors


Kn → E(
λ1

...
λn

)
7→ λ1ε1 + . . .+ λnεn

est clairement linéaire, et bijective par définition d’une base.

On en déduit donc que
|
·
| B

est linéaire. (Bien sûr, on le savait déjà.)

Notation 1
S’il existe un isomorphisme d’un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F , on dit que E et F sont isomorphes.

Remarque 1

Si E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie et isomorphes, alors ils ont la même dimension.

Analogue ensembliste : A ' B ⇔ #A = #B

Démonstration. Soit f : E → F un isomorphisme, d’isomorphisme réciproque g, et soit (u1, . . . , un) une base de E.
Montrons que la famille

(
f(u1), . . . , f(un)

)
est une base de F : comme f est injective, cette base aura le même cardinal

que la base de E de départ, ce qui montrera donc que E et F ont même dimension.

9
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Liberté Soit λ1f(u1) + · · ·+ λnf(un) = 0F une CL nulle.

λ1g(u1) + · · ·+ λng(un) = 0E

⇔ g(λ1u1 + · · ·+ λnun) = g(0E) par linéarité de g

⇔ λ1u1 + · · ·+ λnun = 0E par injectivité de g

⇔ λ1 = · · · = λn = 0 par liberté de L

Caractère générateur Montrons que l’image d’une famille génératrice G = (σ1, . . . , σn) par une AL surjective
h : E → F est génératrice.
Soit y ∈ F .
Par surjectivité de h, il existe u ∈ E tel que y = h(x)

Par caractère générateur de G, il existe λ1, . . . , λn tel que x = λ1v1 + · · ·+ λnvn

�

I.6 Groupe linéaire

Définition 5 .

On dit qu’une application linéaire est un automorphisme de E lorsque c’est un isomorphisme de E dans E.
En bref : � auto = endo + iso �. On notera GL(E) l’ensemble des automorphismes de E.

Exemples 14 Reprenons les exemples précédents.

— · est un automorphisme du R-espace vectoriel C.

— t· : Mp,q(K) → Mq,p(K) est un automorphisme si et seulement si p = q. En notant n = p = q, c’est alors un
automorphisme deMn(K).

— L’application
|
·
| B

: E → Kn est un automorphisme si et seulement si E = Kn. C’est alors un endomorphisme de
Kn. �

— Tr n’est pas un autormophisme (sauf pourM1(K) lol)

—
®
KN → K2

u 7→ (u0, u1)
n’est pas un auto

D’après la proposition sur les isomorphismes, un automorphisme est une application linéaire f ∈ L(E) pour laquelle il
existe g ∈ L(E) tel que f ◦ g = g ◦ f = idE . Autrement dit, les automorphismes de E sont précisément les éléments
inversibles de l’anneau

(
L(E),+, ◦

)
. On a donc GL(E) = L(E)×.

Théorème-définition 7 .

En particulier
(
GL(E), ◦

)
forme un groupe. On l’appelle le groupe linéaire de E.

Et oui, bien sûr, il y a un lien avec GLn(K)... on en parlera plus tard.

I.7 Formes linéaires

La définition suivante servira pour la suite. On peut déjà l’apprendre pour les khôlles de la semaine prochaine.

Définition 6 .

Une application linéaire d’un espace vectoriel E dans le corps de base K est appelée une forme linéaire sur E.
On notera E∗ plutôt que L(E,K) l’ensemble des formes linéaires sur E.

Exemples 15 Reprenons les exemples précédents.

— Tr est une forme linéaire

—
∫ b
a
· est une forme linéaire

10
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— · n’est pas une forme linéaire car le corps de base est R, pas C (sinon c’est même pas linéaire)

— idE est une forme linéaire ssi E = K (i. e. quasiment jamais)

— det n’est pas linéaire

— eval0 est une forme linéaire

—
∑∞
k=0 · : séries convergentes→ R est une forme linéaire

— < ·,

Ñ
a
b
c

é
>: R3 → R est une forme linéaire

— < ·, ·· > est une forme linéaire bilinéaire

II Propriété fondamentale

II.1 Exemple des droites.

Lemme 1 .

Soit D une droite (i. e. un K-ev de dimension 1).
Une application f : D → D est linéaire si et seulement si c’est une homothétie.

Démonstration. dimD = 1 ie f ∈ L(D), montrons que f est une homotéthie
ie f = λidD ie ∀v ∈ D, f(v) = λv pour un certain λ ∈ K
Posons λ le scalaire tel que f(u) = λu (car f(u) ∈ D )
Soit v ∈ D, ainsi v = au pour un certain a ∈ K

f(v) = f(au)

= af(u) linéarité

= aλu

= λau

= λv

�

Application 1 Considérons R comme un R-ev. Les applications linéaires de R dans R sont

II.2 Exemple de Kn

Proposition 4 .

Soit f : Kq→Kp ; f est linéaire si et seulement s’il existe une matrice A∈Mp,q(K) telle que f =

ß
Kq → Kp
x 7→ A× x.

Autrement dit, f est linéaire si et seulement s’il existe des scalaires (ai,j)16 i6p
16j6q

pour lesquels on peut écrire

f =


Kq → KpÖ
x1
...
xq

è
7→

Ö
a1,1x1+a1,2x2+. . .+a1,qxq

...
ap,1x1+ap,2x2+. . .+ap,qxq

è
.

Démonstration. ⇐= Supposons f de la forme
®
Kq → Kp

x 7→ A× x
avec A ∈Mp,q(K). Montrons f ∈ L(Kq,Kp)

Soit α, β ∈ K, x, y ∈ Kq

11
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f(αx+ βy) = A(αx+ βy)

= Aαx+Aβy par distributivité de × sur +

= αAx+ βAy par compatibilité de × et ·

= αf(x) + βf(y) d’où la linéarité

=⇒ Supposons f linéaire.

Soit x ∈ Kq, ie x =

á
x1
x2
...
xq

ë
= x1e1 + x2e2 + . . .+ xqeq

f(x) = f(x1e1 + . . .+ xqeq) par linéarité

= x1f(e1) + . . .+ xqf(eq)

f(e1) ∈ Kp donc f(e1) est de la forme

á
a11
a21
...
ap1

ë
f(e2) ∈ Kp donc f(e2) est de la forme

á
a12
a22
...
ap2

ë
... f(eq) ∈ Kp donc

f(eq) est de la forme

á
a1q
a2q
...
apq

ë
et donc f(x) = x1

Ö
a11
...
ap1

è
+ · · ·+ xq

Ö
a1q
...
apq

è
ie

f(x) =

Ö
a11x1 + · · ·+ a1qxq

...
ap1x1 + · · ·+ apqxq

è
=

Ö
a11 + · · ·+ a1q

...
ap1 · · ·+ apq

èÖ
x1
...
xq

è
= Ax en notant. . .

A =

Ö
a11 · · · a1q

...
ap1 · · · apq

è
qui ne dépend que de e1, . . . , eq et f (mais pas de x )

�

Remarque 2

Du coup, « dans Rn », toute application linéaire se représente canoniquement par une matrice 2, mais on a vu qu’un
espace de dimension finie quelconque pouvait être ramené à Rn en le munissant d’une base : il sera donc possible en
dimension finie, et pas seulement dans Rn, de représenter les applications linéaires par des matrices. On verra plus tard,
hein. Quant au cas de la dimension quelconque, on ne peut plus parler de matrice, mais on peut faire pareil quand
même, c’est l’objet du paragraphe suivant.

2. Et du coup on connaissait déjà. Boring.

12
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II.3 Cas général

Théorème 8 : Propriété fondamentale des applications linéaires.

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Toute application linéaire f ∈ L(E,F ) est entièrement et uniquement
déterminée par ses valeurs sur une base de E.

Autrement dit : soit B = (εi)i∈I une base de E. Alors, pour toute famille (yi)i∈I de vecteurs de F , il existe
une unique application linéaire f ∈ L(E,F ) telle que ∀i ∈ I, f(εi) = yi.

Démonstration. Soit (εi)i∈I une base de E et (yi)i∈I une famille de F

Analyse considérons une AL f convenable ie telle que ∀i ∈ I, f(εi) = yi

Soit x ∈ E.
Par définition d’une base, x peut s’écrire d’une façon unique x =

∑n
k=1 λkεik

f(x) = f(

n∑
k=1

λkεik)

=

n∑
k=1

λkf(εik) par linéarité

=

n∑
k=1

λkyik par hypothèse

Unique candidat :

f

(
n∑
k=1

λkεik

)
=

n∑
k=1

λkyik

Synthèse Testons nos candidats

— f(εi) = f
Ä∑i

k=i 1εi
ä

=
∑i
k=i 1yk = yi

— Montrons que f est linéaire Soient α, β ∈ K x, y ∈ E
Par définition d’une base on peut les écrire ®

x =
∑n
k=1 λkεik

y =
∑n
k=1 µkεik

f(αx+ βy) = f

(
α

n∑
k=1

λkεik + β

n∑
k=1

µkεik

)

= f

(
n∑
k=1

(αλk + βµk) εik

)

=

n∑
k=1

(αλk + βµk)yik

= α

n∑
k=1

λkyik + β

n∑
k=1

µkyik

= αf(x) + βf(y)

�

13
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Exemples 16 Prenons le cas E = F = K[X] et B = C = (1, X,X2, . . . , Xn, . . .) la base canonique de K[X].

1. Il existe un unique endomorphisme f ∈ L(K[X]) tel que, pour tout n ∈ N, f(Xn) = Xn+1.
Cet endomorphisme est P 7→ XP .

2. Il existe un unique endomorphisme f ∈ L(K[X]) tel que, pour tout n ∈ N, f(Xn) = nXn−1.
Cet endomorphisme est P 7→ P ′.

3. Il existe un unique endomorphisme f ∈ L(K[X]) tel que, pour tout n ∈ N, f(Xn) = Xn2

+X2n + n.
Cet endomorphisme n’a pas d’expression simple. Mais on peut calculer l’image d’un polynôme, par exemple :

f(X2 −X + 1) = f(X2)− f(X) + f(1) = (2X2 + 2)− (X2 +X + 1) + (1 +X) = X2 + 2

Application 2 Deux K-ev de dimension finie E et F sont isomorphes si et seulement s’ils ont la même dimension.

• Le sens direct est donné par la remarque 1 !

• Sens réciproque : On suppose E,F de même dimension finie n.
Ainsi E a une base de la forme (u1, . . . , un) et F de la forme (v1, . . . , vn)

— D’après thm 8, il existe une unique AL f ∈ L(E,F ) tel que ∀i ∈ J1, nK, f(ui) = vi

— De même, d’après thm 8, il existe une AL g ∈ L(F,E) tel que ∀i ∈ J1, nK, g(vi) = ui

— En particulier g ◦ f ∈ L(E) et ∀i ∈ J1, nK, g ◦ f(ui) = g(vi) = ui. Par unicité dans le thm 8, g ◦ f = idE . De
même f ◦ g = idF

II.4 Définition par restrictions

Théorème 9 : Propriété fondamentale généralisée.

Soient E et F deux K-evs et E1, E2, . . . , Ep des sevs de E tels que E1 ⊕ E2 ⊕ · · · ⊕ Ep = E.

Soient ϕ1 ∈ L(E1, F ), ϕ2 ∈ L(E2, F ), . . ., ϕp ∈ L(Ep, F ).

Alors il existe une unique application linéaire ϕ ∈ L(E,F ) telle que ∀i ∈ {1, 2, . . . , p}, ϕ|Ei
= ϕi.

En quoi est-ce une généralisation de la propriété fondamentale ?

Analyse Considérons ϕ convenable
Soit x ∈ E = E1 ⊕ . . .⊕ Ep
Par def., x peut s’écrire de façon unique

x = x1︸︷︷︸
∈E1

+ . . .+ x2︸︷︷︸
∈E2

par linéarité

ϕ(x) = ϕ(x1) + ϕ(x2) + . . .+ ϕ(x3)

= ϕ1(x1) + ϕ2(x2) + . . .+ ϕp(xp)

Unique candidat ϕ :

®
E → F

x = x1 + . . .+ xp 7→ ϕ1(x1) + . . .+ ϕp(xp)

14
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Synthèse par construction, on a bien ∀i ∈ J1, pK, ϕ|Ei
= ϕi

Montrons la linéarité. Soit x, y ∈ E et λ, µ ∈ K
x peut s’écrire x = x1︸︷︷︸

E1

+ . . .+ xp︸︷︷︸
Ep

y peut s’écrire y = y1︸︷︷︸
E1

+ . . .+ yp︸︷︷︸
Ep

ϕ(λx+ µy) = ϕ( λx1 + µy1︸ ︷︷ ︸
∈E1 car E1 sev

+ . . .+ λxp + µyp︸ ︷︷ ︸
∈Ep car Ep sev

)

= ϕ1(λx1 + µy1) + . . .+ ϕp(λxp + µyp) par construction

= λ(ϕ1(x1) + . . .+ ϕp(xp)) + µ(ϕ1(y1) + ...+ ϕp(yp)) par linéarité des ϕi

= λϕ(x) + µϕ(y)

Dans le cas particulier où les Ei sont tous des droites, il existe des vecteurs non nuls εi tels que Ei = Vect (εi). De plus,
d’après le corollaire ?? du chapitre ??, la famille (ε1, ε2 . . . , εp) est une base de E. Se donner les applications ϕi c’est
se donner, en particulier, les images ϕi(εi). La propriété fondamentale assure alors qu’il existe une unique application
linéaire ϕ telle que ∀i ∈ {1, . . . , p}, ϕ(εi) = ϕi(εi). Il n’est ensuite pas difficile de voir qu’on a ∀i ∈ {1, . . . , p}, ϕ|Ei

= ϕi.

Démonstration.

�

Exemple 17 Soient a et b deux réels. Les applications
ß
P → R
f 7→ f(a)

et
ß
I → R
f 7→ f(b)

sont linéaires, il existe

donc une unique application linéaire de RR dans R qui à toute fonction paire associe sa valeur en a, mais qui à toute

fonction impaire associe sa valeur en b. Pourquoi ? Et quelle est cette application ?

15
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P︸︷︷︸
E1

⊕ I︸︷︷︸
E2

= RR︸︷︷︸
E

ϕ1 :

®
P → R
f 7→ f(a)

et ϕ2 :

®
I → R
f 7→ f(b)

sont linéaires par linéarité de l’évaluation.

D’après le théorème, ∃!ϕ ∈ L(RR,R) tel que
®
ϕ|P = ϕ1

ϕ|I = ϕ2

Rappe Toute fonction f ∈ RR peut s’écrire de façon unique

f =
f + f ◦ (−id)

2︸ ︷︷ ︸
∈P

+
f − f ◦ (−id)

2︸ ︷︷ ︸
∈I

D’où ϕ :



RR → R
f 7→ ϕ(f)

= ϕ1(fp) + ϕ2(fi)

= f(a)+f(−a)
2 + f(b)−f(−b)

2

= 1
2 (f(a) + f(b) + f(−a)− f(−b))

III Noyau, image et rang

Dans cette section on considère deux K-espaces vectoriels E et F .

III.1 Image et noyau

Définition 7 : Rappel.

Soit f ∈ L(E,F ).

• On appelle noyau de f l’ensemble Ker(f) = f−1
(
{0F }

)
= {x ∈ E, f(x) = 0F } ⊂ E.

• On appelle image de f l’ensemble Im(f) = f(E) = {y ∈ F, ∃x ∈ E, y = f(x)} ⊂ F .

Théorème 10 : Rappel.

Soit f ∈ L(E,F ).

• f injective ⇔ Ker(f) ⊂ {0E} ⇔ Ker(f) = {0E} .

• f surjective ⇔ F ⊂ Im(f) ⇔ Im(f) = F .

Exemple 18 Calculons image et noyau de l’application
ß

K3 → K3

x 7→ Ax
où A =

Ñ
1 1 1
1 1 1
1 1 1

é
. Notons l’application

f :


K3 → K3Ö
x1

x2

x3

è
7→

Ö
x1 + x2 + x3

x1 + x2 + x3

x1 + x2 + x3

è

16
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Donc

Im(f) = {f

Ñ
x1
x2
x3

é
,

Ñ
x1
x2
x3

é
∈ K3}

= {

Ñ
x1 + x2 + x3
x1 + x2 + x3
x1 + x2 + x3

é
,

Ñ
x1
x2
x3

é
∈ K3}

= {x1

Ñ
1
1
1

é
+ x2

Ñ
1
1
1

é
+ x3

Ñ
1
1
1

é
,

Ñ
x1
x2
x3

é
∈ K3}

= Vect

ÑÑ
1
1
1

é
,

Ñ
1
1
1

é
,

Ñ
1
1
1

éé
= Vect

ÑÑ
1
1
1

éé
= Vect de ses colonnes

Ker(f) = {

Ñ
x1
x2
x3

é
∈ K3, f

Ñ
x1
x2
x3

é
= 0K3}

= {

Ñ
x1
x2
x3

é
∈ K3, x1 + x2 + x3 = 0}

= {

Ñ
x1
x2
x3

é
∈ K3, x1 = −x2 − x3}

= Vect

ÑÑ
−1
1
0

é
,

Ñ
−1
0
1

éé
= Solutions des équations formées par ses lignes

Remarque 3 On peut parler d’image ou noyau d’une matrice ; cela signifie image ou noyau de l’application linéaire
canoniquement associée. (Voir juste au-dessus)

Exemple 19 Calculons image et noyau de l’application ·′ :

ß
K[X] → K[X]
P 7→ P ′

.

Donc

—

Im(f) = f→(K[X])

= {(f(a0 + a1X + . . .+ anX
n), n ∈ N, ai ∈ K}

= {a1 + 2a2X + . . .+ nanX
n, n ∈ N, ai ∈ K}

= Vect
(
0, 1, 2X, 3X2, . . . , nXn−1, . . .

)
= Vect

(
1, X,X2, . . . , Xn−1, . . .

)
= K[X]

17
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—

Ker(f) = {P ∈ K[X], f(P ) = 0}

= {P ∈ K[X], P ′ = 0}

= Vect (1)

= K0[X]

= K

Théorème 11 .

Soit f ∈ L(E,F ). Alors Ker(f) est un sous-espace vectoriel E et Im(f) est un sous-espace vectoriel F .

Démonstration. 1. Ker f sev de E.

— 0E ∈ Ker f car f(OE) = 0F donc Ker f 6= ∅

— Soient u, v ∈ KerEief→{u, v} = {0E} et λ, µ ∈ K Montrons que λu+ µv ∈ Ker f

f(λu+ µv) = λf(u) + µf(v) par linéarité de f

= λ0F + µ0F par hypothèse

= 0F

Donc ok !

2. Im f sev de E

— 0E ∈ Im f car f(OE) = 0F donc Im f 6= ∅

— Soient u, v ∈ ImE ie il existe x, y ∈ E tel que u, v = f(x), f(y) et λ, µ ∈ K Montrons que λu+ µv ∈ Im f

f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y) par hypothèse

= f(λx+ µy) par linéarité

Donc ok !

�

Application 3 On retrouve que :

• l’ensemble des solutions d’un système linéaire homogène à p inconnues est un sous-espace vectoriel Kp ;

• un sous-ensemble de Kq défini par un paramétrage linéaire est un sous-espace vectoriel Kq.

En effet :


Ö
x1
...
xp

è
,


a11x1 + . . .+ a1pxp = 0

...
aq1x1 + . . .+ aqpxp = 0

 = Ker

Ö
x1
...
xp

è
7→

Ö
a11 . . . a1p

...
aq1 . . . aqp

è
×

Ö
x1
...
xp

è
P =


Ö
a11x1+ . . .+ a1pxp

...
...

aq1x1+ . . .+ aqpxp

è
,

Ö
x1
...
xp

è
∈ Kp


= Im

Ö
x1
...
xp

è
7→

Ö
a11 . . . a1p

...
aq1 . . . aqp

è
×

Ö
x1
...
xp

è
18
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III.2 Rang

Notation 2 Si F est une famille de vecteurs E et f ∈ L(E,F ), on note f(F) la famille obtenue en appliquant f aux
vecteurs de F . Ainsi, pour F = (ui)i∈I , on a f(F) =

(
f(ui)

)
i∈I .

Définition 8 .

Soit f ∈ L(E,F ). On appelle rang de f et on note rg(f) la quantité rg(f) = dim
(
Im(f)

)
.

Exemple 20 Soit n > 3 et ϕ :

ß
Kn[X] → Kn[X]
P 7→ XP ′′(X) +X2P (0).

• Vérifions que ϕ est linéaire :

ϕ(λP + µQ) = λϕ(P ) + µϕ(Q) par linéarité de eval0, ·′′ et ·

• Calculons rg(ϕ) :

rgϕ = dim Imϕ

= dim{ϕ→{a0 + a1X + . . .+ anX
n},

Ö
a0
...
an

è
∈ Kn+1}

= dim{a0ϕ(1) + a1ϕ(X) + . . .+ anϕ(Xn),

Ö
a0
...
an

è
∈ Kn+1}

= dim Vect
(
ϕ(1), ϕ(X), ϕ(X2), ϕ(X3), . . . , ϕ(Xn)

)
= dim Vect

(
X2, 0, 2X, 6X2, . . . , n(n− 1)Xn−1)

= dim Vect
(
X2, X,X2, X3, . . . , Xn−1)

= dim(XKn−2[X])

= n− 1

Théorème 12 .

Le rang de f est un rang ! Plus précisément, pour f ∈ L(E,F ) et pour toute base B de E, on a rg(f) = rg
(
f(B)

)
.

Démonstration. Soit B = (εi)i∈I base de E

rg(f) = dim Im f

= dim{f(x), x ∈ E}

= dim{f(λ1εi1 + λ2εi2 + . . .+ λnεin), n ∈ N, ik ∈ I, λk ∈ K}

= dim{λ1f(εi1) + λ2f(εi2) + . . .+ λnf(εin), n ∈ N, ik ∈ I, λk ∈ K}

= dim Vect ((f(εi)i∈I)

= rg(f(B))

�
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Théorème 13 : Propriétés "immédiates" du rang.

Soient E, F , G trois K-espaces vectoriels.

1. Pour f ∈ L(E,F ), on a rg(f) 6 min(dim(E),dim(F )).

2. Pour f ∈ L(E,F ) et g ∈ L(F,G), on a rg(g ◦ f) 6 min(rg(f), rg(g)), et, de plus :

3. si f est un isomorphisme alors rg(g ◦ f) = rg(g) et si g est un isomorphisme alors rg(g ◦ f) = rg(f).
i. e. composer par un isomorphisme ne modifie pas le rang

Démonstration. Exercice. Certains points sont vraiment évidents, d’autres plus pénibles.
�

III.3 Équations d’un hyperplan

Théorème 14 .

Les hyperplans sont exactement les noyaux des formes linéaires non nulles.

Démonstration. ⊂ Soit H un hyperplan Par définition H a pour supplémentaire une droite D = Vect (u) où
u 6= 0E

E = H ⊕D

D’après la propriété fondamentale, il existe une unique AL ϕ2 ∈ L(D,K) tel que

ϕ2(u) = 1

Cette AL est ϕ2 :

®
D = Vect (u) → K
x = λu 7→ λ

D’après la propriété fondamentale généralisée, il existe une unique AL ϕ ∈ L(E,K) tel que
®
ϕ|H = 0L(H,K)

ϕ|D = ϕ2

Cette AL est
®
E = H ⊕Vect (u) → K
x = h+ λu 7→ λ

On a bien ϕ ∈ E∗ \ {0∗E} (ϕ(u) = 1 )

Kerϕ = {x ∈ E,ϕ(x) = 0}

= {h+ λu,


h ∈ H
λ ∈ K
ϕ(H + λu) = 0

}

= {h+ λu,

®
h ∈ H
λ = 0

}

= {h, h ∈ H}

= H

⊃
Soit φ ∈ E∗ \ {0∗E}. Montrons que Kerϕ est un hyperplan
φ n’est pas nulle donc il existe un vecteur u ∈ E tel que φ(u) 6= 0

Montrons qu’on a
H ⊕Vect (u) = E

par analyse synthèse
Soit x ∈ E

20
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Analyse Considérons une décomposition convenable, c’est-à-dire x = h+ λu avec
®
h ∈ H
λ ∈ K

On applique φ :

φ(x) = φ(h)︸︷︷︸
=0

+λφ(u)︸︷︷︸
6=0

Donc

λ =
φ(x)

φ(u)

h = x− φ(x)

φ(u)
u

Synthèse Testons nos candidats

On veut


λu ∈ Vect (u) : ok
x = h+ λu : ok par construction
h ∈ Kerφ faisons-le

Montrons que h ∈ Kerφ

φ(h) = φ(x− φ(x)

φ(u)
u)

= φ(x)− φ(x)

φ(u)
φ(u) par linéarité de h

= 0K

�

Application 4

1. On retrouve que l’ensemble des matrices de trace nulle forme un hyperplan deMn(K) car
matrices de trace nulle = Ker Tr︸︷︷︸

forme linéaire non nulle car Tr In = n 6= 0 (avec n ≥ 1 )

2. On retrouve que
{
f ∈ C(R,R),

∫ 1

0
f = 0

}
est un hyperplan car{

f ∈ C(R,R),
∫ 1

0
f = 0

}
= Ker

∫ 1

0
avec

∫ 1

0
qui est une forme linéaire non nulle car

∫ 1

0
id = 1

2 6= 0

Application 5

1. Pour E = Rn, on retrouve que les hyperplans

Une forme linéaire sur KE est une AL f ∈ L(Rn,R)

Donc de la forme Ö
x1
...
xn

è
7→ (a1 a2 . . . an)×

Ö
x1
...
xn

è
Le noyau d’une FL est de la forme

{

Ö
x1
...
xn

è
∈ Rn, a1x1 + . . .+ anxn = 0}
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f 6= 0⇔

Ö
a1
...
an

è
6=

Ö
0
...
0

è
2. En particulier, pour E = R3, on retrouve que

Un plan de R3 a une équation de la forme ax+ by + cz = 0 avec

Ñ
a
b
c

é
6=

Ñ
0
0
0

é
Définition 9 .

Soit H un hyperplan de E. On appelle équation de H une expression de la forme φ(x) = 0 où φ est une forme
linéaire telle que Ker(φ) = H. D’après le théorème 14, tout hyperplan a une équation.

III.4 Théorème d’isomorphisme

Théorème 15 : Théorème d’isomorphisme.

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f ∈ L(E,F ).

Soit S un supplémentaire de Ker(f) dans E. Alors f
|Im(f)

|S
est bien définie et c’est un isomorphisme.

On dit que f induit un isomorphisme de S sur Im(f).

Démonstration. Soit f ∈ L(E,F ) Ker f sev E Ker f ⊕ S = E

f
| Im f
|S :

®
S → Im f

x 7→ f(x)

— f
| Im f
|S est bien défini car


S ⊂ E
Im f ⊂
f→(A) ⊂ B

par définition et car

f→(S) = {f(x), x ∈ S}

⊂ {f(x), x ∈ E} car S ⊂ E = Im f

— f
| Im f
|S est linéaire comme co,restriction d’AL.

— f
| Im f
|S est surjective :

Im f = {f(x), x ∈ E}

= {f(k + s), (k, s) ∈ Ker f × S} car ker f ⊕ S = E

= {���f(k) + f(s), (k, s) ∈ Ker f × S}

= {f(s), s ∈ S}

= f→(S)

On a f→(S) = Im f donc f | S|S est bien surjective

— f
| Im f
|S est injective

Ker
Ä
f
| Im f
|S

ä
= Ker f|S

= Ker f ∩ S

= {0E} car Ker f ⊕ S = E
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�

Le théorème d’isomorphisme généralise le sens réciproque du théorème de caractérisation des hyperplans. Pourquoi ?

Exemple 21 ®
K[X] → K[X]

P 7→ X2P ′

f
| Im f
|S

®
XK[X] → X2K[X]

P (X) = a1X + a2X
2 + . . .+ anX

n 7→ X2P ′(X) = a1X
2 + . . .+ nanX

n+1
est un isomorphisme

D’ailleurs Ä
f
| Im f
|S

ä−1
:

{
X2K[X] → K[X]

P (X) = α2X
2 + . . . .+ αnX

n 7→ α2X + α3

2 X
2 + . . .+ α n

n1
Xn−1 =

∫X
0

P (t)
t2 dt

En particulier XK[X] ' X2K[X]

Ker f = K0[X] = K

Im f = X2K[X]

Un supplémentaire de Ker f est S = XK[X]

IV Applications linéaires en dimension finie

IV.1 Théorème du rang

Théorème 16 : formule du rang.

Soit E et F deux K-espaces vectoriels et f ∈ L(E,F ). On suppose que E est de dimension finie.

Alors dim
(
Ker(f)

)
+ dim

(
Im(f)

)
= dim(E) i. e. rg(f) = dim(E)− dim(Ker(f)).

Démonstration. C’est un corollaire assez immédiat du théorème d’isomorphisme. Soit S un supplémentaire de Ker f

qui existe car dimE ∈ N
On a S ' Im f car f | Im f

|S est un isomorphisme donc dim Im f = dimS ie rgf = dimE−dim Ker f car E = Ker f⊕S �

Application 6 Calcul rapide de noyau avec le théorème du rang : déterminons Ker

Ü
1 2 3
1 2 3
1 2 3
1 2 3

ê
.

fM :

®
K3 → K4

x 7→M × x

D’après le théorème du rang,

23



Lycée ������� ������ - MPSI Année 2020-2021 – Cours et compléments

dim KerM = 3− rgM

= 3− dim Vect

ÜÜ
1
1
1
1

ê
,

Ü
2
2
2
2

ê
,

Ü
3
3
3
3

êê
= 3− dim Vect

ÜÜ
1
1
1
1

êê
= 3− 2

= 2

Or

ÑÑ
2
−1
0

é
,

Ñ
3
0
−1

éé
forme une famille libre de KerM , c’est donc une base de KerM

IV.2 Applications immédiates du théorème du rang

Application 7 On retrouve que pour E un K-espace vectoriel de dimension finie n, un hyperplan est exactement un
sous-espace vectoriel de dimension n− 1.

H hyperplan

⇔ H est le noyau d’une forme linéaire non-nulle

Il suffit de montrer que les sevs dimension n− 1 sont exactement les noyaux de formes linéaires non-nulles

— Si H = Kerφ avec φ ∈ L(E,K) \ {0E}
Alors

dimH = dim Kerφ

= n− dim Imφ

= n− 1 car φ 6= 0E∗

— Si dimH = n− 1

H a un supplémentaire S et dimS = n− (n− 1) = 1 donc H hyperplan

Application 8 On retrouve la formule de Grassmann.

dim(F +G) = dimF + dimG− dim(F ∩G)

Considérons φ :

®
F ×G → F +G

(f, g) 7→ f + g
et ψ :

®
F ∩G → F ×G
x 7→ (x,−x)

On a donc

Imφ = F +G =⇒ φ ∈

Kerφ = {(f, g) ∈ F ×G, f + g = 0}

= {(f, g) ∈ F ×G, g = −f}

= {(x,−x), x ∈ F ∩G}

= Imψ

Kerψ = {0F×G}
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Donc F ∩G ' Imψ = Kerφ

dim(F ∩G) = dim Kerφ

= dim(F ×G)− dim Imφ d’après théorème du rang

= dimF + dimG− dim(F +G)

Application 9 On peut enfin montrer le résultat vu en Tacmas (essentiellement équivalent au théorème du rang) :
le rang par lignes d’une matrice est le même que son rang par colonnes.

— Effectuer des OEs 3 sur les colonnes de A :

— ne modifie pas ImA

— mais modifie KerA

A =

Ñ
|
c1
|
, . . . ,

|
Cq
|

é
ImA = Vect

Ñ
|
c1
|
, . . . ,

|
Cq
|

é
(Im f = Vect (f) (B) où B une base)

— Effectuer des OEs sur les lignes de A :

— modifie ImA

— ne modifie pas KerA

Notons rc le rang par colonnes de A et rl le rang par lignes de A
On a

rgA = rg(fA)

= rg(fA(e1), . . . , fA(eq))

= rg

Ñ
|
c1
|
, . . . ,

|
cq
|

é
rc est le nombre de colonnes non nulles la fin de l’alogirthme de Fauss ru les colonnes

A ∼C Ec avec Ec échelonnés par colonnes

⇔ Ec =
(
voirlaphotolol

)
=⇒ rc = rgEc

= rgA

3. opérations éléméntaires
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rl est le nombre de lignes non-nulles à la fin de Gauss sur les lignes

A ∼L El échelonnée par lignes

⇔ El =
(
voirphotolol

)
dim KerA = dim KerEl

= n− rL

rL = n− dim KerA

= rgA

= rC

IV.3 Théorème du rang et *jectivité

Théorème 17 : Caractérisation par le rang.

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. Soit f ∈ L(E,F ). Alors on a :

i/ f est surjective si et seulement si rg(f) = dim(F ) ;

ii/ f est injective si et seulement si rg(f) = dim(E) ;

iii/ f est bijective si et seulement si rg(f) = dim(E) = dim(F ).

On retrouve en particulier que la dimension est invariante par isomorphisme.

Démonstration. i/

f ∈ ⇔ Im f = F

Or on sait que Im f ⊂ F donc

Im f = F

⇔ dim Im f︸ ︷︷ ︸
rgf

= dimF propriété fondamentale sur les sevs ddf

ii/

f ∈ · ⇔ Ker f = {0E}

⇔ dim Ker f = 0 ⇔ dimE = rgf d’après le théorème du rang

iii/ i/ ∧ ii/
�

Théorème 18 : Caractérisation des isomorphismes.

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de même dimension finie n. Soit f ∈ L(E,F ). Sont équivalentes :

i/ f est injective ;

ii/ f est surjective ;

iii/ f est un isomorphisme.

26



Lycée ������� ������ - MPSI Année 2020-2021 – Cours et compléments

Démonstration.

f ∈ · ⇔ rgf = dimE

⇔ rgf = n

⇔ rgf = dimF

⇔ f ∈

�

Remarque 4

On a un analogue ensembliste : Soit A,B deux ensembles tels que #A = #B := n ∈ N.
Alors

f : A→ B ∈ ·

⇔ f ∈

⇔ f ∈

Application 10 On peut reprendre CCP n◦ 87 avec la méthode du corrigé.

En corollaire immédiat :

Théorème 19 : Caractérisation des automorphismes.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f ∈ L(E). Sont équivalentes :

i/ f est inversible à gauche ;

ii/ f est inversible à droite ;

iii/ f est un automorphisme.

IV.4 Deux applications de la théorie au calcul matriciel

Application 11 Soit A ∈Mn(K), nilpotente. Alors l’indice de nilpotence de A est inférieur ou égal à n.

Démonstration. On peut le faire sans application linéaire avec la méthode du DS n◦ 11 version normale, ou avec
application linéaire avec la méthode des noyaux itérés. �

Application 12 Soit A ∈Mn(K). Sont équivalentes :

i/ A est inversible à gauche ;

ii/ A est inversible à droite ;

iii/ A est inversible.

Démonstration.i/ =⇒ ii/ Supposons A inversible à gauche ie il existe B ∈M4(K) tel que BA = In

Pour


fA :

®
Kn → Kn

x 7→ Ax

fB :

®
Kn → Kn

x 7→ Bx

Or fB ◦ fA :


Kn → Kn

x 7→ B ×A︸ ︷︷ ︸
In

×x = id
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donc fA a un inverse à gauche

donc fA est injective

donc fA est un isomorphisme

donc fB = (fA)
−1

donc fA ◦ fB︸ ︷︷ ︸
fA×B

= idKn

donc A×B = In

ii/ =⇒ iii/ ok

i/ =⇒ iii/ ok
�

V Endomorphismes remarquables

Dans toute la section, E désigne un K-espace vectoriel.

V.1 Endomorphismes nilpotents

Définition 10 .

Un endomorphisme f ∈ L(E) est dit nilpotent lorsque c’est un élément nilpotent de l’anneau (L(E),+, ◦).
L’unique entier p tel que fp−1 6= 0L(E) et fp = 0L(E) s’appelle l’indice de nilpotence de f .

Exemple 22

— Considérons


K2 → K2Ç
x

y

å
7→
Ç

0 1

0 0

å
×
Ç
x

y

å
=

Ç
y

0

å
est nilpotente d’indice de nilpotence

f

Å
x
y

ã
=

Å
y
0

ã
f2
Å
x
y

ã
= f

Å
y
0

ã
=

Å
0
0

ã
— f :

®
Kn[X] → Kn[X]

P 7→ P ′
est nilpotent d’indice n+ 1 mais

®
K[X] → K[X]

P 7→ P ′
n’est pas nilpotent

— L’application
®
C → C
z 7→ Im z

est nilpotente d’indice 2

Proposition 5 .

Si dim(E) < +∞ et f ∈ L(E) est nilpotent, alors l’indice de nilpotence de f est plus petit que dim(E).

Démonstration. La preuve est la même dans le cas général que dans le cas des fA avec A une matrice nilpotente. �

V.2 Projections

On veut généraliser la notion de projection orthogonale. Faisons un dessin dans R3.
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PGF

®
E = F ⊕G → E

x = xF + xG 7→ xF

PFG

®
E = F ⊕G → E

x = xF + xG 7→ xG

Proposition-Définition 11 .

Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de E.

Il existe un unique endomorphisme p = pGF de E tel que p|F = idF et p|G = 0L(G).

On l’appelle projection (vectorielle) sur F parallèlement à G.

Dit plus simplement : pGF :

ß
E = F ⊕G → E
x = xF + xG 7→ xF

.

Remarque : pour plus de clarté, j’ai écrit idF l’application
ß
F → E
x 7→ x

qui plus rigoureusement est l’injection cano-

nique de F dans E.
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Remarque terminologique : on peut aussi dire projecteur au lieu de projection.

Démonstration. C’est un cas particulier de la propriété fondamentale généralisée �

Exemple 23 Considérons E = K2. On sait qu’on a ∆⊕ (Ox) = K2, où ∆ = Vect
ÄÄ

1
1

ää
et (Ox) = Vect

ÄÄ
1
0

ää
.

Cherchons l’expression analytique de la projection sur ∆ parallèlement à (Ox).

Décomposons
Å
x
y

ã
dans la somme directe ∆⊕ (Ox) = K2 On cherche

Å
t
t

ã
∈ ∆ et

Å
µ
0

ã
∈ (Ox) tels queÅ

x
y

ã
=

Å
t
t

ã
+

Å
µ
0

ã
⇔
®
x = t+ µ

y = t

⇔
®
µ = x− y
t = y

Exemple 24 Considérons K = R et E = RR.
L’application « partie paire »f 7→ P (f) = x 7→ f(x)+f(−x)

2 est la projection sur l’espace des fonctions paires P parallè-
lement à l’espace des fonctions impaires I.

f ∈ R
R s’écrit f = fp︸︷︷︸

∈P

+ fi︸︷︷︸
∈I
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où

fp = x 7→ f(x) + f(−x)

2

fi = x 7→ f(x)− f(−x)

2

Remarque 5

Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de E. Alors on a :

i/ pFG = idE − pGF ;

ii/ pFG ◦ pGF = pGF ◦ pFG = 0L(E).

Démonstration. Pour x ∈ E notons x = xF︸︷︷︸
∈F

+ xG︸︷︷︸
∈G

— PFG (x) + PFG (xF + xG) = xG = xF + xG − xF = x− xF = idE(x)− PGF (x)

—

PFG ◦ PGF (x) = PFG (PGF (xF + xG))

= PFG ( xF︸︷︷︸
∈F

+ 0E︸︷︷︸
∈G

)

= 0E

et de même dans l’autre sens.

�

Proposition 6 : Propriétés immédiates des projections.

Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de E. Alors on a :

i/ Ker(pGF ) = G ;

ii/ Im(pGF ) = F ;

iii/ pGF ◦ pGF = pGF .

Démonstration. i/

Ker pGF = {xF + xG ∈ E, pGF (xF + xG) = 0F }

= {xF + xG ∈ E, xF = 0F }

= G

ii/

Im pGF = {xF + xG ∈ E, pGF (xF + xG) = 0G}

= {pGF (xF + xG), xF + xG ∈ E}

= {xF , xF ∈ F}

= F
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iii/

pGF ◦ pGF (x) = pGF (pGF (xF + xG))

= pGF (xF )

= pGF (xF + 0G)

= xF

= pGF (xF + xG)

�

En particulier, il résulte de ces trois propriétés que, si p est une projection, alors c’est la projection sur (Im(p)) =

(Ker(idE − p)) parallèlement à (Ker(p)) = (Im(idE − p)), et c’est aussi un endomorphisme idempotent.
Spectaculairement, la réciproque est vraie :

Théorème 20 : :mind_blown :.

Si p est un endomorphisme idempotent, alors p est une projection.

C’est la projection sur Im(p) parallèlement à Ker(p).

Démonstration. On suppose
®
p ∈ L(E)

p ◦ p = p
.

Montrons que Im p⊕Ker g = E

Soit x ∈ E

Analyse Considérons une décomposition convenable x = xI + xK avec
®
xI ∈ Im p

xK ∈ Ker p

Ainsi,

{def
∃ a ∈ E, xI = p(a)

p(xK) = 0E

x = xI + xK = p(a) + xK

=⇒ p(x) = p(xI) + p(xK) = p(p(a)) + 0E en composant par p

=⇒ p(x) = (p ◦ p)(a) = p(a) = xI

=⇒
®
xI = p(x)

xK = x− p(x)

Synthèse

— xI + xK = p(x) + (x− p(x)) = x

— xI = p(x) ∈ Im p

— xK ∈ Ker p car :

p(xK) = p(x− p(x))

= p(x)− (p ◦ p)(x)

= p(x)− p(x)

= 0E
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Notons
®
I = Im p

K = Ker p
et montrons p = pKI

Soit x ∈ E. On a vu que sa décomposition dans I ⊕K est x = p(x)︸︷︷︸
∈I

+x− p(x)︸ ︷︷ ︸
∈K

Donc pKI (x) = p(x), d’où pKI = p

�

Application 13 Voici un exercice classique : soient E, F deux K-espaces vectoriels, f ∈ L(E,F ) et g ∈ L(F,E) tels
que g ◦ f = idE . Alors on a Im(f)⊕Ker(g) = F .

En dimension finie, et si dimE = dimF g ◦ f = idE ⇔ f inversible à gauche d’inverse à gauche g ⇔ f iso et g =

f−1

et
®

Ker g = {0}
Im f = F

g ◦ f = idK2 Mais f ◦ g :

Ñ
x
y
z

é
7→

Ñ
x
y

x+ y

é
En général Montrons qu’en général, f ◦ g est une projection

(f ◦ g) ◦ (f ◦ g) = f ◦ (g ◦ f) ◦ g

= f ◦ g

Donc f est bien une projection, donc

Im(f ◦ g)⊕Ker(f ◦ g) = F

Montrons Im(f ◦ g) = Im f

⊂ ok
⊃ Soit x ∈ Im f ie il existe y ∈ E tel que

x = f(y)

= f(g(f(y))) car g ◦ f = idE

= (f ◦ g)(z) en notant z = f(y)

∈ Im(f ◦ g)

Montrons que Ker(f ◦ g) = Ker g

⊂ ok !
⊃ Soit x ∈ Ker(f ◦ g) ie f(g(x)) = 0E

Donc g(f(g(x))) = g(0F ) = 0E ie g(x) = 0E

V.3 Symétries

On veut généraliser la notion de symétrie par rapport à une droite ou à un point. Faisons un dessin dans R3.
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sGF (xF + xG) = xF − xG
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Proposition-Définition 12 .

Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de E.

Il existe un unique endomorphisme s = sGF de E tel que s|F = idF et s|G = −idG.

On l’appelle symétrie (vectorielle) par rapport à F parallèlement à G.

Dit plus simplement : sGF :

ß
E = F ⊕G → E
x = xF + xG 7→ xF − xG

.

Remarque : pour plus de clarté, j’ai encore écrit idF l’application
ß
F → E
x 7→ x

qui plus rigoureusement est l’injection

canonique de F dans E.

Démonstration. C’est un cas particulier de �

Exemple 25 Considérons K = R et E = C, vu comme R-espace vectoriel. La conjugaison est la symétrie par rapport
à R parallèlement à iR.

Proposition 7 : Propriétés immédiates des projections.

Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de E. Alors on a :

i/ Ker(sGF − idE) = Im(sGF + idE) = F ;

ii/ Ker(sGF + idE) = Im(sGF − idE) = G ;

iii/ sFG = −sGF ;

iv/ sGF = pGF − pFG ;

v/ sGF ◦ sGF = idE .

Démonstration. Exercice. Tout est facile.
Ker(sGF − idE) sont les points fixes de la symmétrie, i. e. les gens qui n’ont pas de composante en G, i. e. c’est F

�

Là encore on a une réciproque !

Théorème 21 .

Si s est un endomorphisme involutif, alors s est une symétrie.

C’est la symétrie par rapport à Ker(s− idE) parallèlement à Ker(s+ idE).

Démonstration. Soit
®
s ∈ L(E)

s ◦ s = idE
Soir x ∈ E

Analyse Considérons une décomposition convenable x = x− + x+ où
®
x+ ∈ Ker(s+ id)

x− ∈ Ker(s− id)
ie : ®

s(x+) = −x+
s(x−) = x−

x = x− + x+

s(x) = x− − x+®
x+s(x)

2 = x−
x−s(x)

2 = x+
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Synthèse

— x = x− + x+ ok

— x− ∈ Ker(s− id) car

(x− id)(x−) = s

Å
x+ s(x)

2

ã
−
Å
x+ s(x)

2

ã
=
s(x) + x

2
−
Å
x+ s(x)

2

ã
= 0E par linéarité

x+ ∈ Ker(s+ id) idem

Notons
®
F = Ker(s− idE)

G = Ker(s+ idE)

∀x ∈ E, xGF (x) = xF − xG

=
s(x) + x

2
−
Å
x− s(x)

2

ã
= s(x)

�

Application 14 On retrouve toute une famille de résultats qu’on s’est donc inutilement fatigués à établir au cas par
cas dans le passé.
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