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APPLICATIONS LINEAIRES

Dans tout le chapitre, K désigne un sous-corps de C, en pratique R ou C.

I Définition et opérations sur les applications linéaires

1.1 Définitions - Exemples

Rappels de I’épilogue du cours sur les structures : les applications linéaires sont les « morphismes d’espace vectoriel »,

on peut donc les caractériser au choix par une des deux caractérisations équivalentes suivantes :

Proposition-Définition 1 : Application linéaire.
Soient E et F' deux K-ev. Pour une application f: £ — F on a équivalence entre :
1. f préserve les sommes et les multiplications par un scalaire, i.e. :
e Vue E, VAeK, f(hu) = Af(u).
o Vu,v € E, f(ut+v)= f(u)+ f(v).
2. f préserve les combinaisons linéaires, i.e. :
V(u,v) € B2, V(\, p) € K2, f(Au+ pv) = Af(u) + pf(v).
On dit alors que f est une application linéaire. Onnote L(E, F') ’ensemble des applications linéaires de E dans F'.

DEMONSTRATION.

fQwu+ pv) = f(Au) + f(uw)
= Af(u) + pf(v)

f(pv) = f(0u + pw)
= 0f(u) + p(v)
= pf(v)
flu+v)=f(lu+ 1v)
=1f(u) +1f(v)
= f(u) + f(v)

Exemple 1 Pour tout K-ev E, idg : E — E est une application linéaire ! ‘

Exemples 2 Quelques exemples que 'on a déja rencontrés avec ou sans démonstration :

e Considérons C comme un R-espace vectoriel (de dimension 2).

La conjugaison conj = z + Z est une application linéaire de C dans C : cf cours sur C.
e La transposition est une application linéaire de M,, ,(K) dans M, ,(K) : cf Tacmas sur les matrices.

e Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et B une base de E. L’application de décomposition dans la
base B est une application linéaire de E' dans K™ : cf chapitre sur la dimension finie.

e La dérivation des polyndmes est une application linéaire de K[X] dans K[X]. Méme chose pour la dérivation
de D(I,R) dans R ou de C*°(I,R) dans C*=(I,R).

a,b,R) — R

f = J)f

b C
e Pour a,b € R, «intégration entre a et b» / : pm( , qu’on appelle par abus « 'intégrale »,
a

est une application linéaire de Cp,([a, ], R) dans R.
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Exemples 3 Quelques contre-exemples :

1. Si lon voit C comme un C-espace vectoriel (de dimension 1), la conjugaison n’est pas une application linéaire

de C dans C. En effet, on a par exemple —1 = conj(i x i) # iconj(i) = 1.
2. L’application det : M,,(K) — K n’est pas linéaire pour n > 2. En effet on a : det(21,,) = 2™ # 2 = 2det(I,,).

Exemples 4 A vous

T {Mn(K) —K
M — Tr M

CcC —»C
qbz{ ol n > 2 est fixé
z ="

n’est pas linéaire car en général (zq + 22)" # 2] + 28

) L.
Z {serles convergentes — R

+
ano Un = Zk;’?) U

n=0

est linéaire d’aprés le cours sur les séries.

R3 —R
a
< |b)]>=
c Y —ax + by + cz
z
est linéaire.
L’application utilisée dans le corrigé du | CCINP 55 | :
KY — K2

Uo
U —
Ui

Vu,v € KN7V)\>N € K, o(Au + pv) = d((Aupn + pvn)n)

_ (/\uo + /wo>
Auq + pog

SEIE

= Ap(u) + po(v)

est linéaire,car

Variante
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est linéaire.
(Dans les deuz cas on est ramenné au fait que ’évaluation est une application linéaire)
Premiére méthode pour montrer qu’une application est linéaire : on revient a la définition. C’est ce qu’on a

fait pour les exemples 2] Remarquons que cette "premiére méthode" donne en fait déja deux méthodes.
Exemple 5 Montrons que la trace est une application linéaire de M, (K) dans M,, (K). Soient M = (m;;), A = (a:) €
Mu(K) et \,p e K

Tr(AM + pA) = Z Ami; + pa;
k=1

n n
= )\me’ Jruzam:
k=1 k=1

= ATt M +pTrA

I.2 (Co)restriction

Proposition 1 .
Soient E, F' des K-ev, G un sev de E et H un sev de F.
Si f:E — F est linéaire et f(G) C H, alors flf : G — H est linéaire.

DEMONSTRATION. Evident ! O
En général, on note encore f ’application f‘zf : le contexte permet de déterminer de quelle application on parle préci-

sément.

Deuxiéme méthode pour montrer qu’une application est linéaire : on montre que c’est la (co)restriction d’une

application linéaire.

R[X] - R
Exemple 6 Montrons que ¥ : dez(P) . dez(F) a;  est linéaire.
P = Z CLiX’L — Z .
=0 =0 i+1
On identifie R[X] a I’espace des fonctions polynomiales.
1 est la restriction & R[X] de
~ CR,R) —R
V= 1
f = o f

P=ay+a1 X +axX?+-- +a,X"

¢P:%"+%+...+%

1 1 1
= / a()dt + / altdt + -4 / ant"dt
0 0 0

1
= / (ag + art + - -- + ant™)dt
0
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= 1 o o .
Ory = fo est linéaire donc v est linéaire comme restriction d’une AL

1.3 Stabilité par combinaison linéaire

Dans ce paragraphe, on se donne F, F deux K-ev, f,g: F — F et A\,u € K.
EFE — F

On rappelle que par définition, on a : Af + ug : { z o M@ +pglz)

Théoreme 1 .

Si f et g sont linéaires alors Af + ug est linéaire.

DEMONSTRATION. On veut montrer que Af + ug est linéaire.
Soient x,y € E, soient «, 8 € K.

(Af + ng)(azx + By) = M (ax + By) + pglax + By)

= Naf(z) + Bg(y)) + plef () + Bg(y))
a(Af(@) + pg(z)) + B(uf(y) + Af(y))
a(Af + pg)(x) + BOAS + ng)(y)

Donc Af + pg est bien linéaire. O

Théoreme 2 : Reformulation.
L(E, F) est un sev de F¥. En particulier, (L(E, F),+,-) est un K-espace vectoriel.

Troisiéme méthode pour montrer qu’une application est linéaire : on montre que c¢’est une combinaison linéaire

d’applications linéaires connues.

Exemple 7

My(K)  — My(K)
0= a b = a (20—c)\ (2a—a 2b—c
¢ d (2¢ —b) d S\ 2c—b 2d—d
On a ¢ = 2id — % donc ¢ est une AL car L(E, F) est un sev.
Définition 2.
On appelle homothétie vectorielle de rapport A, ou plus simplement homothétie de rapport A I'application

Aidg : E — E. C’est une application linéaire.
On dit que f € L(E) est une homothétie lorsque IN € K,Vu € E, f(u) = Au, i.e. f = Aid.

1.4 Composition
Dans ce paragraphe, on se donne E, F, G trois K-ev.

Theoreme 3.
Soient f € L(E,F) et g € L(F,G). Alors go f € L(E,G).

DémonstrationSoient u € E, v € E, A€ Ket y € K. On a :

(gof)(Autpv) = g(f(hu+mw)) par définition,
= g(M(u) +pf(v)) par linéarité de f,
= Mg(f(w) + pg(f(v)) par linéarité de g,
= Mgo f)(u)+ u(go f)(v) par définition.
D’ou la linéarité. O

1. application linéaire
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DEMONSTRATION.

O

Quatriéme méthode pour montrer qu’une application est linéaire : on montre que c’est une composée d’ap-
plications linéaires.
KX] — K

P = PM() est linéaire. En effet :

Exemple 8 L’application 7 : {

Rappel

o JRIXT = KIX] evalp : eL
P P TP = P)

On a bien v = evalgo Q}_, - donc v € L.
Nano-remarque On retrouve que

y {Kn[X] K

n k n ag
ko kX" =D Et+1

Cas pour P =Y"7_ ap X" et k € [0,n]

P®(0) = klay

Donc pour i € [0, n]

K,[X] —K
donc n PO est une CL d’AL donc une AL.
P =D ke GTL)!
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Proposition 2 .

Soit h € FF (une application quelconque!).

La composition par h a droite est distributive sur I’addition et compatible avec la multiplication externe :
1. Vf, g€ GY, (f+g)oh=foh+goh;
2. Vf € GF, VA eK, (Af)oh=\(foh).

Remarquons que ces deux propriétés peuvent étre synthétisées en une :

Vf,g€ G, Y\ ueK, (\f+pug)oh=Xfoh)+ u(goh).

DémonstrationOn montre ’énoncé unificateur. Soient f,g € G¥ et A\, u € K. Soit v € E. On a :
((Af+pg)oh)(u) = (Af+ pg)(h(u)) par définition de o,
A (h(w) + pg(h(u)) par définition des opérations,
A(foh)(u) + p(goh)(u) par définition de o,
(AM(foh)+pu(goh))(u) par définition des opérations,
et ceci étant vrai pour tout © € E, on a bien ’égalité voulue. O

DEMONSTRATION.
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Observons que, par définition de la linéarité, cette proposition peut se reformuler ainsi :

Théoréme 4.
: E 1o 1o s , " GF — GP o
Soient E, F,G des K-ev et h € F*. L’application de précomposition par h F o foh est linéaire.
Attention, on n’a rien de tel lorsqu’on compose & gauche!
/! Contre-exemple E=F =G =R, f=g=2+x, h =2+ 22,
Par contre :

Proposition 3 .

Soit B, F,G des K-ev et h € GF'. Supposons h linéaire.
Alors la composition par h a gauche est distributive sur I’addition et compatible avec la multiplication externe :

1. Vf,g€ FE ho(f+g)=hof+hog.
2. Vf e FE, YAeK, ho(A\f) = A(ho f).
Ou encore : Vf,g € FZ YA\ u €K, ho(Af+pug) = Aho f)+ u(hog).

DémonstrationOn montre ’énoncé unificateur. Soient f,g € G¥ et A\, u € K. Soit u € E. On a :
(ho(Af+pug))(u) = h(Af(u)+ pg(u)) par définition de o,
= A(f(u)) + ph(g(u)) par linéarité de h,
= Aho f)(u)+ u(hog)(u) par définition de o,
= (Mhof)+u(hog))(u) par définition des opérations,

et ceci étant vrai pour tout u € E, on a donc bien 1’égalité voulue. O
DEMONSTRATION. (]

Observons que, par définition de la linéarité, cette proposition peut se reformuler ainsi :

Théoréeme 5.

E E
Soit B, F,G des K-evet h € L(F, G). L’application de postcomposition par h { FJ; : go f est linéaire.

Nous utiliserons des résultats précédents essentiellement uniquement la petite partie suivante :

Corollaire 1.

Bilan : (E(E), +, 0, ) forme une K-algebre. En particulier (C(E), +, o) forme un anneau.

Définition 3 .

On dit qu’une application linéaire est un un endomorphisme de E lorsque ¢’est une application d’un K-espace
vectoriel E dans lui-méme. On notera £(E) plutét que L(E, E) ensemble des endomorphismes de E.

Exemples 9 Reprenons les exemples précédents.

— idz est toujours un endomorphisme
— * est un endomorphisme

— ' est un endormophisme ssi p = ¢

— - est un endomorphisme ssi £ = K"

e
— K[X] — K[X] est un endomorphisme

— D(I,R) — R! n’est pas un endomorphisme
— f: : Cpm([a,b],R) — R n’est pas un endomorphisme
— Suite de I'exo 0 : les deux premiers sont des endomorphismes

— Tr n’est pas un endomorphisme
KY — K2

— ug\ n’est pas un endomorphisme
u —

Uy



Lycée HIHNEEEE HEEEEN - MPSI Année 2020-2021 — Cours et compléments

— Pour h linéaire, la précomposition par h

GF - GF
f — foh

est un endomorphisme ssi £ = F ie ssi h est un endomorphisme

Tout polyndéme peut s’appliquer & tout élément de toute algébre. En particulier :

Corollaire 2.

On peut appliquer un polynéme a un endomorphisme. On obtient un endomorphisme.

Exemple 10 P(X) = X2+ X + 1 appliqué & f € £(E) donne P(f) = fo f+ f+idg € L(E)
Cingquiéme méthode pour montrer qu’une application est linéaire : on montre qu’elle est de la forme P(u)
avec P € K[X] et u € L(E). Cette méthode n’est adaptée qu’au cas des endomorphismes.
C*R,R) — C>*R,R)
f = =2+ f

Exemple 11 ¢: { est linéaire car on a ¢ = P(u) o u = 9 est la dérivation f +— f’ et

P(X)=X?-2X +1.
m Lorsqu’on applique un polynéme a un endomorphisme, on fait trés attention & ce que le terme constant
’ ap devient, aprés application, agidg.

I*[R,R) — |*(R,R)
f = f!

On obtient que u? — 2u + id |oo(R,R) €st un endomorphisme

Cas particulier du cas particulier Pour u : {

— u=—2f
o 1.L2 _f//
J*®R,R) — ]*([R,R)
et u2 —2u +id c’est { f — " =2f + f id(f)
S —

u?(f) —2u(f)
X% -2X +1= (X —1)? donc notre endomorphisme peut aussi s’écrire

(P ' =P = (=) = (= 1)
=2 f

Exo 0.1 de la feuille : c’est le méme polynome X2 — 2X + 1 appliqué a “shift” wu, ~ u,41

(up, — un+1)2 —2(tup = Upp1) + 1= (Up = Upp1) 0 (Up = Unp1) — 2(up > Upgq) +1d

= Up = Up+2 — 2un+1 + Up

1.5 Réciproque

Theoréme 6 .

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f € L(E, F). Si f est bijective alors f~1 € L(F, E).
Définition 4.

Une application linéaire bijective est appelée un isomorphisme.
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DEMONSTRATION. Soient A\, u € K et u,v € F.

F O+ po) = fFHF(FH W) + pf (FH ()
= [THAOS T w) + pf () car f € L
=Af"Hu) + pft(w) par définition

Exemples 12 Reprenons les exemples précédents.
— La conjugaison est un isomorphisme de C dans C. Elle a en effet une application réciproque linéaire : elle méme.

— La transposition de M, ,(K) dans M, ,(K) est un isomorphisme. Son application linéaire réciproque est la

transposition de M, ,(K) dans M, ,(K).
— L’application : 5 : E— K" est un isomorphisme : voir p. 77. O

—  n’est pas un iso
b .
— [ f n'est pas un iso
a P

— Tr n’est pas un iso (sauf pour n=1)

KN — K2
— ug\ n’est pas un iso
U —
U

— Exercice 0.2 : P — P”(0) + P(0)X? n’est pas un isomorphisme puisque X n’a pas d’antécédent
— Exercice 0.1 : u > (Upto — Upt1 + Un)n
Un antécédent de (0),, est une suite u telle que Vn € N, up 9 — 2upq1 + up =0

S2,-1 = {A1")n + (1", (A, 1) € K}
= {(A +pn)n, (A 1) € K}

= suites arithmétiques

En particulier, (0),, a une infinité d’antécédents, donc ce n’est pas un isomorphisme

Siziéme méthode pour montrer qu’une application est linéaire : on montre que c’est la réciproque d’une
application linéaire.
K* — FE
A1
E le 1 i B i ion fini = S E al
xemple 13 Si F est de dimension finien et B = (e1,...,&,) est une base de F alors < f > S N
A

n

est clairement linéaire, et bijective par définition d’une base.

On en déduit donc que -  est linéaire. (Bien sir, on le savait déja.)

|5

Notation 1

S’il existe un isomorphisme d’un espace vectoriel £ dans un espace vectoriel F', on dit que E et F' sont isomorphes.

Remarque 1

Si E et F' sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie et isomorphes, alors ils ont la méme dimension.

Analogue ensembliste : A~ B < #A =#B

DEMONSTRATION. Soit f : E — F un isomorphisme, d’isomorphisme réciproque g, et soit (u1,...,u,) une base de E.

Montrons que la famille (f(u1),..., f(un)) est une base de F : comme f est injective, cette base aura le méme cardinal

que la base de E de départ, ce qui montrera donc que E et F' ont méme dimension.
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Liberté Soit A1 f(u1) + -+ A f(un) = 0p une CL nulle.

Arg(ur) + -+ Ang(un) = 0p

< g(Mur + -+ Aun) = g(0g) par linéarité de g
S Mur + -+ M\uy, =0g par injectivité de g
SA=--=M\,=0 par liberté de £
Caractére générateur Montrons que l'image d’une famille génératrice G = (o1,...,0,) par une AL surjective

h: E — F est génératrice.
Soit y € F.
Par surjectivité de h, il existe u € E tel que y = h(z)

Par caractére générateur de G, il existe A1,..., A, tel que z = A\jv; + -+ Ao,

1.6 Groupe linéaire

Définition 5 .

On dit qu’une application linéaire est un automorphisme de E lorsque c’est un isomorphisme de E dans E.
En bref : < auto = endo + iso ». On notera GL(E) I’ensemble des automorphismes de E.

Exemples 14 Reprenons les exemples précédents.

— ~ est un automorphisme du R-espace vectoriel C.

— L M, (K) = M, ,(K) est un automorphisme si et seulement si p = ¢. En notant n = p = ¢, c’est alors un

automorphisme de M, (K).
— L’application : 5 : E — K" est un automorphisme si et seulement si £ = K™. C’est alors un endomorphisme de
K™. O
— Tr n’est pas un autormophisme (sauf pour M; (K) lol)
KY — K? ,
n’est pas un auto
u o (ug,ur)
D’aprés la proposition sur les isomorphismes, un automorphisme est une application linéaire f € L(E) pour laquelle il
existe g € L(E) tel que fog = go f =idg. Autrement dit, les automorphismes de E sont précisément les éléments

inversibles de Panneau (L(E),+,0). On a donc GL(E) = L(E)*.

Théoréeme-définition 7 .

En particulier (GL(E), 0) forme un groupe. On I’appelle le groupe linéaire de E.

Et oui, bien sir, il y a un lien avec GL,,(K)... on en parlera plus tard.

1.7 Formes linéaires
La définition suivante servira pour la suite. On peut déja 'apprendre pour les kholles de la semaine prochaine.
Définition 6 .

Une application linéaire d’un espace vectoriel F dans le corps de base K est appelée une forme linéaire sur F.
On notera E* plutét que L£(E,K) 'ensemble des formes linéaires sur E.

Exemples 15 Reprenons les exemples précédents.
— Tr est une forme linéaire

b o
— [, - est une forme linéaire

10
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“ n'est pas une forme linéaire car le corps de base est R, pas C (sinon c’est méme pas linéaire)

idg est une forme linéaire ssi £ = K (i. e. quasiment jamais)
det n’est pas linéaire
evalp est une forme linéaire

> e - @ séries convergentes — R est une forme linéaire

a
<+ | b ] >:R3 = R est une forme linéaire
c

< -,-- > est une forme Hnaéaire bilinéaire

II Propriété fondamentale

1I.1 Exemple des droites.

Lemme 1.

Soit D une droite (i.e. un K-ev de dimension 1).
Une application f : D — D est linéaire si et seulement si c’est une homothétie.

DEMONSTRATION. dim D =1 ie f € £(D), montrons que f est une homotéthie
ie f=MAidp ie Vv € D, f(v) = Av pour un certain A € K
Posons A le scalaire tel que f(u) = Au (car f(u) € D)

Soit v € D, ainsi v = au pour un certain a € K

f(v) = f(au)

af(u) linéarité

a\u

= \au

=\

Application 1 Considérons R comme un R-ev. Les applications linéaires de R dans R sont

1I.2 Exemple de K"

Proposition 4 .

K? — KP
x = Axa.
Autrement dit, f est linéaire si et seulement s’il existe des scalaires (a; j); <;<, pour lesquels on peut écrire

Soit f : K9 —KP; f est linéaire si et seulement s’il existe une matrice AecM,, ,(K) telle que f = {

K¢ - K 1<ji<q
X1 1,1T1+012T2+. .. +01,4Tq

F= >
Tq Qp1T1+0ap2To+t...+0p q%q

K¢ — KP

e o Ax g 2V A e M, 4(K). Montrons f € L(K9?,KP)

DEMONSTRATION. Supposons f de la forme {
Soit a, 8 € K, x,y € K9

11
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flaz + By) = Alax + By)

= Aax + APy par distributivité de x sur +
= aAx + Ay par compatibilité de x et -
=af(x)+ Bf(y) d’ou la linéarité
Supposons f linéaire.
Z1
T
Soit x € K9, ie z = . =z1e1 + Taex + ...+ 24eq
Lq
fx) = flrier + ... + z4eq) par linéarité
=zi1fler) +... +z4f(eq)
aii ai2
Q21 a22 .
f(e1) € KP donc f(eq) est de la forme i f(e2) € KP donc f(eq) est de la forme ) . f(eq) € KP donc
ap1 Ap2
A1q
a2q
f(eq) est de la forme )
Gpq
a11 Q1q
et done f(x) = a; +ootag |
ap1 Apq
ie
1171 + -+ a19%q ail; + -+ ayg z1
Ap1T1 + -+ + ApgTq Ap1 *+* + Gpg Tq
= Ax en notant. ..
a11 - 01q
A= : qui ne dépend que de eq,...,eq et f (mais pas de x )
Gp1 -+ Gpq

Remarque 2

Du coup, « dans R” », toute application linéaire se représente canoniquement par une matriceEL mais on a vu qu’un
espace de dimension finie quelconque pouvait étre ramené & R™ en le munissant d’une base : il sera donc possible en
dimension finie, et pas seulement dans R™, de représenter les applications linéaires par des matrices. On verra plus tard,
hein. Quant au cas de la dimension quelconque, on ne peut plus parler de matrice, mais on peut faire pareil quand

méme, c’est 'objet du paragraphe suivant.

2. Et du coup on connaissait déja. Boring.

12
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II.3 Cas général

Théoreme 8: Propriété fondamentale des applications linéaires.

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Toute application linéaire f € L(FE, F') est entierement et uniquement
déterminée par ses valeurs sur une base de F.

Autrement dit : soit B = (g;);c; une base de E. Alors, pour toute famille (y;);cr de vecteurs de F, il existe
une unique application linéaire f € L(E, F) telle que Vi € I, f(g;) = v;.

DEMONSTRATION. Soit (€;);c; une base de E et (y;);cs une famille de F’

Analyse considérons une AL f convenable ie telle que Vi € T, f(¢;) = y;
Soit x € E.

Par définition d’une base, x peut s’écrire d’une fagon unique = > 7_ | Ax€;,

k=1
n
= Z A f(€i) par linéarité
k=1
n
= AkYiy, par hypothése
k=1

Unique candidat :

f <Z Akeik> = Nt
k=1 k=1

Synthése Testons nos candidats

— fle) = f (Choile) = Xhey lox = v
— Montrons que f est linéaire Soient o, € K z,y € E

Par définition d’une base on peut les écrire

{x = ZZ:I )‘keik
y = ZZ:l HE€iy

flaz+By) = f <az>\k€ik +ﬁ2/~tk%>
= k=1
=f Z aXg + Bur) €Zk>
k=1

n

=> (@A + Bur)yiy

=1

~

||
M:

AeYiy + B Z PkYi

1 k=1

)+ Bf(y)

E
Il

=af

/-\

13
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Exemples 16 Prenonslecas E=F =K[X] et B=C = (1,X,X?,..., X", ...) la base canonique de K[X].

1. 1l existe un unique endomorphisme f € L£(K[X]) tel que, pour tout n € N, f(X") = X" +1,
Cet endomorphisme est P — X P.

2. 1l existe un unique endomorphisme f € £(K[X]) tel que, pour tout n € N, f(X") = nX"" 1
Cet endomorphisme est P — P’.

2 n
3. Il existe un unique endomorphisme f € £(K[X]) tel que, pour tout n € N, f(X") = X" + X?" +n.

Cet endomorphisme n’a pas d’expression simple. Mais on peut calculer I'image d’un polynéme, par exemple :
X2 X+ D) =fX)—fX)+f1)=2X?*+2) — (X?+ X+ D)+ 1+ X)=X*+2

Application 2 Deux K-ev de dimension finie E et F' sont isomorphes si et seulement s’ils ont la méme dimension.
e Le sens direct est donné par la remarque [I]!

e Sens réciproque : On suppose F, F' de méme dimension finie n.

Ainsi FE a une base de la forme (uq,...,u,) et F de la forme (vy,...,v,)
— D’aprés thm 8, il existe une unique AL f € L(E, F) tel que Vi € [1,n], f(u;) = v;
— De méme, d’aprés thm 8, il existe une AL g € L(F, E) tel que Vi € [1,n], g(v;) = u;

— En particulier go f € L(E) et Vi € [1,n],g 0 f(u;) = g(v;) = u;. Par unicité dans le thm 8, go f = idg. De
méme fog=idg

II.4 Deéfinition par restrictions

Théoreme 9 : Proprieté fondamentale genéralisee.

Soient F et F' deux K-evs et Fy, Es, ..., E, des sevs de E tels que B4y @ B @ --- B, = E.
Soient @1 € L(E1, F), p2 € L(E2, F), ..., pp € L(Ep, F).

Alors il existe une unique application linéaire ¢ € L(E, F') telle que Vi € {1,2,...,p}, ¢, = ¢;.

En quoi est-ce une généralisation de la propriété fondamentale ?
Analyse Considérons ¢ convenable

Soitx e E=FE1®...0E,

Par def., x peut s’écrire de fagon unique

rT= 21 +...+ Z9 par linéarité
~— ~—

SN (S

o(x) = p(z1) + p(x2) + ... + p(x3)
= 901(-%'1) + 902(‘%‘2) + ...+ @p(xp)

— F

Unique candidat ¢ :
r=z1+...+3 = e1(T1) ..+ pp(y)

14
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Synthése par construction, on a bien Vi € [1,p], ¢z, = @i
Montrons la linéarité. Soit z,y € E et \,u € K

x peut s’écrire x = x1 +...+ T

~—

E, E,

y peut s'écrire y = y1 +...+ yp
<~ —~—

Eq E,

(AT +py) =@( Az +pyr +...+ Az +pyp )

€FE, car E; sev €k, car E, sev
=o1(Az1 +py1) + ..+ ep(Azp + pyp) par construction
= AMe1(@1) + ...+ op(@p)) + uler(yr) + -+ ©p(Yp)) par linéarité des ;

= Ap(x) + pp(y)

Dans le cas particulier o les E; sont tous des droites, il existe des vecteurs non nuls ¢; tels que E; = Vect (g;). De plus,
d’aprés le corollaire 77 du chapitre ??, la famille (e1,€2...,¢p) est une base de E. Se donner les applications ¢, c’est
se donner, en particulier, les images ¢;(g;). La propriété fondamentale assure alors qu’il existe une unique application

linéaire ¢ telle que Vi € {1,...,p}, ¢(&;) = pi(e;). Il n'est ensuite pas difficile de voir qu'on a Vi € {1,...,p}, ¢, = @i

DEMONSTRATION.

O

sont linéaires, il existe

Exemple 17 Soient a et b deux réels. Les applications { 7; - R et { I - R

—  f(a) fo= )

donc une unique application linéaire de R® dans R qui & toute fonction paire associe sa valeur en a, mais qui & toute

fonction impaire associe sa valeur en b. Pourquoi ? Et quelle est cette application ?

15
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P e 7T =RE
~— =~ =~
Eq Es E

P —R I —R .. PSR , .
p1: et o : sont linéaires par linéarité de I’évaluation.
f = fla) o= f)

D’apl‘és le théOI‘émQ E“(p c E(RR,R) tel que {(pp =

Pz = P2

Rappe Toute fonction f € R¥ peut s’écrire de facon unique

_ftfolid), f—fo(=id)

f B B)
eP €z
RR R
foo=elh)
D’ou ¢ : = o1(fp) + p2(fi)

— Ha)tf(a) | fOI=F(=D)
2 2
L(f(a) + f(b) + f(—a) — f(=D))

IIT Noyau, image et rang

Dans cette section on considére deux K-espaces vectoriels F et F.

III.1 Image et noyau

Définition 7 : Rappel.

Soit f € L(E,F).
e On appelle noyau de f l'ensemble Ker(f) = f~1({0p}) ={z € E, f(z) =0p} C E.
e On appelle image de f 'ensemble Im(f) = f(E) ={y € F, 3z € E, y= f(z)} C F.

Théoreme 10: Rappel.

Soit f € L(E,F).
o f injective < Ker(f) C {0g} < Ker(f) ={0g} .
o f surjective & F C Im(f) < Im(f) = F.

Exemple 18 Calculons image et noyau de 'application { K® - K° ou A= i 1 i . Notons ’application
x = Ax 111
K3 - K3
f X1 xr1 + 2o + a3
' T2 — | x1+x2+ T3
T3 T1 + 29 + 23

16
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Donc
X1 I
Im(f)={f x|, 22 ] € KS}
T3 T3
xr1 + 2o+ x3 X
:{ T1+x2+23 |, | X2 EKS}
xr1 + T2 + X3 T3
1 1 1 T
=z [ 1) +a| 1) +as| 1], |2 ] K3}
1 1 1 T3
1 1 1
= Vect 1),11],[1
1 1 1
1
= Vect 1
1

= Vect de ses colonnes

I X
Ker(f) ={[ 22 | € K3, f| 22 | = Ogs}
I3 X3
&
:{ T2 6K3,$1+I2+I3:0}
x3
T
={| 22 | €K 21 = —25 — 23}
x3
-1 -1
= Vect 1 1,1 0
0 1

= Solutions des équations formées par ses lignes

Remarque 3 On peut parler d’image ou noyau d’une matrice ; cela signifie image ou noyau de I'application linéaire

canoniquement associée. (Voir juste au-dessus)

K[X] - K[X]

. , L
Exemple 19 Calculons image et noyau de I'application - : { p P

Donc

Im(f) = /7 (K[X])
={(flap+aX+...+a,X"),neN,q; €K}
={a1 +2aX + ...+ na, X", n € N,a; € K}
= Vect (0,1,2X,3X%,...,nX""1,..)
= Vect (1, X, X%, ..., X""',..)
= K[X]

17
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Ker(f) = {P € K[X], f(P) = 0}
— {P e K[X],P' =0}
= Vect (1)
= Ko[X]
=K

Théoréme 11 .
Soit f € L(E, F). Alors Ker(f) est un sous-espace vectoriel E et Im(f) est un sous-espace vectoriel F.
DEMONSTRATION. 1. Ker f sev de E.

— Op € Ker f car f(Og) = 0 donc Ker f # ()

— Soient u,v € Ker Fief 7 {u,v} = {0g} et A\, n € K Montrons que Au + pv € Ker f

FOu+ pv) = Af(u) + pf(v) par linéarité de f
= A0p + p0p par hypothése
= OF

Donc ok!
2. Im f sevde FE
— Og € Im f car f(Og) = 0p donc Im f # ()
— Solent u,v € Im F ie il existe x,y € E tel que u,v = f(z), f(y) et A\, u € K Montrons que A\u + pv € Im f

FQx + py) = Af(z) + pnf(y) par hypothése
= f(\z + wy) par linéarité

Donc ok!

Application 3 On retrouve que :
e l’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne a p inconnues est un sous-espace vectoriel K? ;

e un sous-ensemble de K? défini par un paramétrage linéaire est un sous-espace vectoriel K?.

T 1121 + ... F a1pxp = 0 X aiy...aip X1
En effet : : , = Ker : — : X
Zp a1+ ... tagpr, =0 Zp Gq1 - - Qgp Tp
a1+ ...+ A1pTp I
P= : : N e KP
Ag1Z1+ ...+ QgpTp Tp
X1 @11 -.-Q1p I
=1Im — X
Ty Qg1 - - - Qgp Tp

18
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I1II.2 Rang

Notation 2 Si F est une famille de vecteurs F et f € L(E, F'), on note f(F) la famille obtenue en appliquant f aux
vecteurs de F. Ainsi, pour F = (u;);er, on a f(F) = (f(ui))iel.

Définition 8 .

Soit f € L(E, F). On appelle rang de f et on note rg(f) la quantité rg(f) = dim (Im(f))

K,.[X] — K,[X]

Exemple 20 Soit n >3 et p: { P s XP'(X) + X2P(0).

e Vérifions que ¢ est linéaire :
(AP + Q) = Ap(P) + pp(Q) par linéarité de evalg, -” et -

e Calculons rg(y) :

rgp = dimImp
ao
=dim{p " {ao+ a1 X +...+a, X"}, | : c K"ty
an
ag
— dim{aop(1) + a1e(X) + .. + anp(X™), [ 1 | ek
an

= dim Vect (p(1), 9(X), p(X?), p(X?), ..., 0(X™))
= dim Vect (X?,0,2X,6X>,...,n(n — 1) X" ")

= dim Vect (X?, X, X?, X°, ... X" 1)

= dim(XK,_5[X])

=n-—1

Théoreme 12,

Le rang de f est un rang! Plus précisément, pour f € L(E, F') et pour toute base B de E, on arg(f) = rg(f(B)).

DEMONSTRATION. Soit B = (€;);cr base de E

rg(f) = dimIm f
=dim{f(z),z € E}
— dim{f(Mies, + Aociy + o+ Anei, )n € N, iy € I, Ay, € K}
=dim{A1 f(e;,) + Aaf(€iy) + ...+ A f(€,),n € Nyip € I, N, € K}
= dim Vect ((f(€;)ier)
= rg(f(B))

19
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Théoreme 13 : Propriétés "immédiates” du rang.
Soient F, F', G trois K-espaces vectoriels.
1. Pour f € L(E,F), on a rg(f) < min(dim(E), dim(F)).
2. Pour f € L(E,F) et g € L(F,G), on arg(go f) < min(rg(f),rg(g)), et, de plus :
3. si f est un isomorphisme alors rg(g o f) = rg(g) et si g est un isomorphisme alors rg(g o f) = rg(f).

i.e. composer par un isomorphisme ne modifie pas le rang

DEMONSTRATION. Exercice. Certains points sont vraiment évidents, d’autres plus pénibles.

I11.3 Equations d’un hyperplan

Théoreme 14 .

Les hyperplans sont exactement les noyaux des formes linéaires non nulles.

DEMONSTRATION. Soit H un hyperplan Par définition H a pour supplémentaire une droite D = Vect (u) o
u 75 OE
E=HaoD

D’apres la propriété fondamentale, il existe une unique AL @2 € L(D,K) tel que
Pa(u) =1

D =Vect (u) — K

Cette AL est :
ene 5t P2 {x:)\u = A

D’apres la propriété fondamentale généralisée, il existe une unique AL ¢ € L(E,K) tel que {SDH = Ocqrm
PD = ¥2

E=H®Vect (u) — K

x=h+u — A

On a bien ¢ € E*\ {0%} (p(u) =1)

Cette AL est {

Kerp ={z € E,p(x) =0}

h eEH
={h+ Ay, cK}
©(H+ X ) =0
h €H
={h+ \u,
{ u{A o}
={h,h € H}

=H

Soit ¢ € E* \ {0%}. Montrons que Ker ¢ est un hyperplan
¢ n’est pas nulle donc il existe un vecteur u € F tel que ¢(u) # 0
Montrons qu’on a

H @ Vect (u) = FE

par analyse synthése
Soit z € £
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H
Analyse Considérons une décomposition convenable, c’est-a-dire x = h + \u avec { E K
On applique ¢ :
¢(z) = ¢(h) +A d(u)
—_ =~
=0 #0
Donc
L o)
o(u)
¢(x)
h=x——=u
¢ (u)
Synthése Testons nos candidats
Au € Vect (u) :ok
On veut < z =h+ du : ok par construction
h € Ker ¢ faisons-le
Montrons que h € Ker ¢
¢(x)
o(h) = d(a - 272
() = ol — )
o(x) o
=¢(xr) — —o(u par linéarité de h
()~ St

Application 4

1. On retrouve que l’ensemble des matrices de trace nulle forme un hyperplan de M, (K) car
matrices de trace nulle = Ker Tr
~—

forme linéaire non nulle car TrI,, =n # 0 (avec n > 1)

2. On retrouve que {f € C(R,R), fol f= O} est un hyperplan car
{f €C(R,R), fol f=0} =Ker fol avec fol qui est une forme linéaire non nulle car fol id=1+#0
Application 5

1. Pour E = R", on retrouve que les hyperplans
Une forme linéaire sur KF est une AL f € L(R™ R)

Donc de la forme

X1 T
»—>(a1 as ... CLn) X
T, T,
Le noyau d’'une FL est de la forme
Z1
{ eR" a1z1 + ...+ apz, =0}
x'l’L

21



Lycée HIHNEEEE HEEEEN - MPSI Année 2020-2021 — Cours et compléments

a1 0
fA0e | )£
an 0
2. En particulier, pour E = R?, on retrouve que
a 0
Un plan de R? a une équation de la forme ax +by+cz=0avec [ b | # [ 0

0

Définition 9.
Soit H un hyperplan de E. On appelle équation de H une expression de la forme ¢(z) = 0 ot ¢ est une forme
linéaire telle que Ker(¢) = H. D’apres le théoreme . tout hyperplan a une équation.

II1.4 Théoréme d’isomorphisme

Théoreme 15: Théoréme d’isomorphisme.

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € L(E, F).
Soit S un supplémentaire de Ker(f) dans E. Alors flum(f)

S

On dit que f induit un isomorphisme de S sur Im(f).

est bien définie et c’est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. Soit f € L(E,F) Ker f sev EKerf & S=F

f‘llmfl {S —>Imf

S C N )
S CFE
— f \lslmf est bien défini car { Im f C  par définition et car
f7(4) cB
f7(8) ={f(z),z € 5}
c{f(z),z € E} car SCE=1Imf
— f ‘lshnf est linéaire comme co,restriction d’AL.

— f‘lslmf est surjective :
Im f ={f(z),z € E}
={f(k+s),(k,s) € Kerf xS} carker f®S=F
= {fkT+ f(s),(k,s) € Ker f x S}
={f(s),s € 5}
=/7(9)

Ona f7(S)=Im f donc fl‘ss est bien surjective
— f‘lslmf est injective
Ker (fl‘;mf> = Ker fs
=Kerfns
={0g} car Ker f®S=F
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O

Le théoréme d’isomorphisme généralise le sens réciproque du théoréme de caractérisation des hyperplans. Pourquoi ?

Exemple 21
K[X] — K[X]
P — X2pP!
XK[X X2K[X
|Im £ [X] — [X] . .
[ B 9 9 9 , est un isomorphisme
PX)=a1 X +asX2+ ...+ a, X" — X?P'(X)=a1 X2+ ...+ na, X""
D’ailleurs
(f‘ Imf)fl [ X?K[X] — K[X]
s P =X 4 e X" s X+ $X e X = P g

En particulier XK[X] ~ X2K[X]

Ker f =Ko[X] =K
Im f = X?K[X]

Un supplémentaire de Ker f est S = XK[X]

IV Applications linéaires en dimension finie

IV.1 Théoréme du rang

Théoreme 16 : formule du rang.
Soit E et F deux K-espaces vectoriels et f € L(E,F). On suppose que E est de dimension finie.
Alors dim (Ker(f)) 4 dim (Im(f)) = dim(E) i.e. rg(f) = dim(E) — dim(Ker(f)).

DEMONSTRATION. C’est un corollaire assez immédiat du théoréme d’isomorphisme. Soit S un supplémentaire de Ker f
qui existe car dim ¥ € N
OnaS ~1Imf car fI‘SImf est un isomorphisme donc dim Im f = dim S iergf = dim F—dim Ker f car E = Ker f®S O

Application 6 Calcul rapide de noyau avec le théoréme du rang : déterminons Ker

—
NN DN N
W W w w

K3 — K*
NV
T — M X x

D’aprés le théoréme du rang,
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dimKer M =3 —rgM

1 2 3
. 1 2 3
= 3 — dim Vect BEEIHE
1 2 3
1
. 1
= 3 — dim Vect 1
1
=3-2
=2
2 3
Or -11],{ 0 forme une famille libre de Ker M, c’est donc une base de Ker M
0 -1

IV.2 Applications immédiates du théoréme du rang

Application 7 On retrouve que pour F un K-espace vectoriel de dimension finie n, un hyperplan est exactement un
sous-espace vectoriel de dimension n — 1.
H hyperplan

< H est le noyau d’une forme linéaire non-nulle

11 suffit de montrer que les sevs dimension n — 1 sont exactement les noyaux de formes linéaires non-nulles
— Si H =Ker¢ avec ¢ € L(E,K)\ {05}
Alors
dim H = dim Ker ¢
=n—dimIm¢

=n-—1 car ¢ # Og«

— SidimH =n-1
H a un supplémentaire S et dimS =n — (n— 1) = 1 donc H hyperplan

Application 8 On retrouve la formule de Grassmann.

dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G)
FxG —F+G {FnG —+FxG
et

x — (z,—x)

Considérons ¢ : {(f e ft
g g

On a donc
Im¢=F+G = ¢e(})
Ker¢ ={(f,9) € F x G, f+g=0}
={(f.9) € FxG,g=—f}
={(z,—x),z € FNG}
— Im )
Kery = {0rxc}
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Donc FNG ~Imvy = Ker ¢

dim(F N G) = dimKer ¢
=dim(F x G) — dimIm ¢ d’apreés théoréme du rang
=dim F + dim G — dim(F + G)

Application 9 On peut enfin montrer le résultat vu en TACMAS (essentiellement équivalent au théoréme du rang) :

le rang par lignes d’une matrice est le méme que son rang par colonnes.
— Effectuer des OEs[] sur les colonnes de A :

— ne modifie pas Im A

— malis modifie Ker A

| |
A= Cl youny Cq
| |

| |
ImA=Vect| ¢ ,..., C

(Im f = Vect (f) (B) ou B une base)

— Effectuer des OEs sur les lignes de A :
— modifie Im A
— ne modifie pas Ker A

Notons 7. le rang par colonnes de A et 7; le rang par lignes de A
On a
rgA =rg(fa)
=r1g(fale1),..., faleq))

=rg| c ,..., ¢

r. est le nombre de colonnes non nulles la fin de I'alogirthme de Fauss ru les colonnes

A~c E, avec F. échelonnés par colonnes
& B = (voirlaphotolol)
= r.=r1gk,

=rgA

3. opérations éléméntaires
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r; est le nombre de lignes non-nulles & la fin de Gauss sur les lignes

A~p By échelonnée par lignes
s Bp= (voirphotolol)
dim Ker A = dim Ker E;

=n-—-rTryr

rp =n —dimKer A
=rgA

IV.3 Théoréme du rang et *jectivité

Théoreme 17 : Caractérisation par le rang.
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. Soit f € L(E, F'). Alors on a :
i/ f est surjective si et seulement si rg(f) = dim(F);
ii/ f est injective si et seulement si rg(f) = dim(FE);
ili/ f est bijective si et seulement si rg(f) = dim(E) = dim(F).

On retrouve en particulier que la dimension est invariante par isomorphisme.

DEMONSTRATION. i/

f€©@ SImf=F

Or on sait que Im f C F' donc

Imf=F
< dimIm f = dim F propriété fondamentale sur les sevs ddf
—_———
rgf

fe@@ < Ker f ={0g}

< dimKer f =0 < dim E =rgf d’aprés le théoréme du rang
i/ ¢/ Nt/

Théoreme 18 : Caractérisation des isomorphismes.

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie n. Soit f € L(F, F). Sont équivalentes :

i/ f est injective;
ii/ f est surjective;

ili/ f est un isomorphisme.
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DEMONSTRATION.

fGO.@ Srgf=dimFE
srgf=n

Srgf=dimF

& fe(H)

Remarque 4

On a un analogue ensembliste : Soit A, B deux ensembles tels que #A = #B :=n € N.
Alors

frA—= Be())

& fe(F¥)
s fe®@

Application 10 On peut reprendre CCP n° 87 avec la méthode du corrigé.

En corollaire immédiat :

Théoreme 19 : Caractérisation des automorphismes.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € L(E). Sont équivalentes :
i/ f est inversible & gauche;
ii/ f est inversible & droite;

ili/ f est un automorphisme.
IV.4 Deux applications de la théorie au calcul matriciel

Application 11 Soit A € M,,(K), nilpotente. Alors I'indice de nilpotence de A est inférieur ou égal a n.

DEMONSTRATION. On peut le faire sans application linéaire avec la méthode du DS n° 11 version normale, ou avec

application linéaire avec la méthode des noyaux itérés. O

Application 12 Soit A € M,,(K). Sont équivalentes :
i/ A est inversible & gauche;
ii/ A est inversible a droite;

ili/ A est inversible.

DEMONSTRATJON= ii/ Supposons A inversible & gauche ie il existe B € M4(K) tel que BA = I,

K" — K"
fa :{

T — Az
Pour
f ) K* — K"
B T — Bx
K* — K"

Or fpofa:qzx +— BxAxzg =id
——

In
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donc f4 a un inverse & gauche
donc f4 est injective
donc f4 est un isomorphisme
donc fp = (fA)*1
donc f4 o fg = idgn

—

fA><B

donc A x B=1,
ii/ = iii/ ok

i/ = iii/ ok

V  Endomorphismes remarquables

Dans toute la section, E désigne un K-espace vectoriel.

V.1 Endomorphismes nilpotents

Définition 10

Un endomorphisme f € L£(F) est dit nilpotent lorsque c’est un élément nilpotent de 'anneau (L(E), +, o).
L’unique entier p tel que fP~! #£ Oz(p) et fP = 0, (p) s’appelle I'indice de nilpotence de f.

Exemple 22
K2 K2

— Considérons T . 0 1 AT est nilpotente d’indice de nilpotence
y 00 y) \o

— K[X]

P n’est pas nilpotent
. bas nilpotent

o {Kn[X] = Kn[X]

K[X
est nilpotent d’indice n + 1 mais [X]
P — P’ P

C —=C
— L’application { est nilpotente d’indice 2
z +—Imz

Proposition 5 .
Si dim(E) < +o0 et f € L(F) est nilpotent, alors I'indice de nilpotence de f est plus petit que dim(E).

DEMONSTRATION. La preuve est la méme dans le cas général que dans le cas des f4 avec A une matrice nilpotente. [

V.2 Projections

On veut généraliser la notion de projection orthogonale. Faisons un dessin dans R>.
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PG{E:F@G —E
F
r=r+rg —ITf

Pg{E—F@G -~ F

r=xfr+Tre — Ig

Proposition-Définition 11 .

Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E.

Il existe un unique endomorphisme p = pg de E tel que p . =idp et p, = 0z(c)-
On l'appelle projection (vectorielle) sur F' parallélement a G.

EFE=F%G — E

Dit plus simplement :p%’v 3 { = G LS
= F G F

Remarque : pour plus de clarté, j’ai écrit idp ’application { . : ,  qu plus rigoureusement est ’injection cano-

nique de F' dans F.
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Remarque terminologique : on peut aussi dire projecteur au lieu de projection.

DEMONSTRATION. C’est un cas particulier de la propriété fondamentale généralisée O

Exemple 23 Considérons E = K2. On sait quon a A @ (Ox) = K2, ott A = Vect (G)) et (Oz) = Vect ((é))

Cherchons l'expression analytique de la projection sur A parallélement & (Ox).

G = (Ox)

#()-(3)

Décomposons <'§> dans la somme directe A @ (Oz) = K? On cherche C) €Aet (’g) € (Ox) tels que

Exemple 24 Considérons K = R et E = RE.
L’application « partie paire » f — P(f) =z — W est la projection sur ’espace des fonctions paires P parallé-

lement & I'espace des fonctions impaires Z.

feR
Rs%crit f= f, + fi
~ =

eP €T
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= 10 S2)
o 10 I0)

Remarque 5

Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E. Alors on a :
i/ p& =idp —p%;
i) p& o pf = pFopE = Oc(m)-

DEMONSTRATION. Pour x € E notons x = zgp + x¢
~— =~

cFr €eG
— PE(2)+ PE(zp+26) =26 =27 + 26 —2F = 7 — 2 = idp(z) — PE ()

P o Pf (x) = PG (PE (2p + 26))

=Pl(zr + 0
G(TF E)

cF eG
:OE

et de méme dans 'autre sens.

Proposition 6 :  Propriétés immédiates des projections.
Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E. Alors on a :
i/ Ker(pf) = G;
i/ Im(p§) = F;
i/ pf o pf = pf-

DEMONSTRATION. i/

Kerp¥ = {zp + 26 € B, p%(zr +2¢) = 0r}

={2r+xc € E,zr =0p}
=G

Imp§ = {ar + 26 € E,p%(zr + 2¢) = 0g}

= {pf(zr + 26),2F + 26 € E}
= {xp,xp S F}
=F
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iii/

O

En particulier, il résulte de ces trois propriétés que, si p est une projection, alors c’est la projection sur (Im(p)) =
(Ker(idg — p)) parallélement a (Ker(p)) = (Im(idg — p)), et c’est aussi un endomorphisme idempotent.

Spectaculairement, la réciproque est vraie :

Théoreme 20: :mind_blown :.

Si p est un endomorphisme idempotent, alors p est une projection.
C’est la projection sur Im(p) parallelement & Ker(p).

p € L(E)

DEMONSTRATION. On suppose {
pbpop =Pp

Montrons que Imp @ Kerg = F
Soit x € £

ry €lImp

Analyse Considérons une décomposition convenable x = z; + x i avec
zx € Kerp

def
Ainsi, { Ja€Ex; =pla)
p(rK) =0p

r=zr+zx =pla) + K
= p(x) = p(x1) +p(rk) = p(p(a)) + 0r en composant par p
= p(x) = (pop)(a) =pla) = x1

r; = p(x)
- {xK =1z —p(x)

Synthése
— zrt+rg =pa) + (z—p(z) =2
— x7 = p(x) € Imp

— xx € Kerp car :

=p(z) — (pop)(z)
= p(z) — p(x)
=0p
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=Imp

1
Notons { et montrons p = pf(

= Kerp
Soit € E. On a vu que sa décomposition dans I @ K est x = p(x) +z — p(z)
~ N———

el eK
Donc pf (z) = p(z), dou pf =p

d

Application 13 Voici un exercice classique : soient E, F' deux K-espaces vectoriels, f € L(E, F) et g € L(F, E) tels
que go f =idg. Alors on a Im(f) ® Ker(g) = F.

En dimension finie, et si dimF =dim F' go f =idg < finversible & gauche d’inverse a gauche g < f iso et g =

f—l
ot {Kerg = {0}
Imf =F
x x
go f=idg2 Mais fog: | y | — Y
z r—+vy

En général Montrons qu’en général, f o g est une projection

(fog)o(fog)=fo(gof)oyg
=fog

Donc f est bien une projection, donc

Im(f o g) ®Ker(fog) =F

Montrons Im(f o g) = Im f

[ ok

Soit x € Im f ie il existe y € E tel que

z=f(y)
= f(g(f(v))) car go f =idg
=(fo9)(2) en notant z = f(y)
€ Im(fog)

Montrons que Ker(f o g) = Kerg

ok!
Soit x € Ker(f o g) ie f(g(z)) = 0p
Donc g(f(9(x))) = g(0r) = 0p ie g(z) = 0p

V.3 Symétries

On veut généraliser la notion de symétrie par rapport & une droite ou & un point. Faisons un dessin dans R3.
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R =Fa&G

sG(zp + x6) = 2p — 2
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Proposition-Définition 12

Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de FE.

Il existe un unique endomorphisme s = sg de E tel que s, =idp et s, = —idg.
On l'appelle symétrie (vectorielle) par rapport a F' parallélement a G.

E=FG — FE

Dit plus simplement:s%f: { R T
=TF G F — Zg

Remarque : pour plus de clarté, j’ai encore écrit idp 'application { s o W plus rigoureusement est ’'injection

canonique de F' dans FE.

DEMONSTRATION. C’est un cas particulier de O

Exemple 25 Considérons K =R et £ = C, vu comme R-espace vectoriel. La conjugaison est la symétrie par rapport

a R paralléelement a ¢R.

Proposition 7 :  Propriétés immédiates des projections.
Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E. Alors on a :
i/ Ker(s@ —idg) = Im(s% +idg) = F;
ii/ Ker(s$ +idg) = Im(s% —idg) = G;
i/ s& =—s%;
v/ s¢=pF —pé;

v/ 58 058G =idg.

DEMONSTRATION. Exercice. Tout est facile.

Ker(sg —idg) sont les points fixes de la symmétrie, i. e. les gens qui n’ont pas de composante en G, i. e. c’est F

La encore on a une réciproque!

Théoreme 21 .

Si s est un endomorphisme involutif, alors s est une symétrie.

C’est la symétrie par rapport a Ker(s —idg) parallelement & Ker(s +idg).

s € L(FE)

DEMONSTRATION. Soit )
sos =Iidg

Soir x €

zy € Ker(s+id)

Analyse Considérons une décomposition convenable x = z_ + x4 ou .
x_ € Ker(s —1id)

ie :

s(x)=x_ —xy
z+s(x o
{2> .
el _ g,
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Synthése
— x=z_+x4 0k

— x_ € Ker(s —id) car

_ s(x)2+x B (av —|—2s(x))

=0g par linéarité

x4 € Ker(s +id) idem

Notons F =XKer(s—idg)
G =Ker(s+idg)

O

Application 14 On retrouve toute une famille de résultats qu'on s’est donc inutilement fatigués a établir au cas par

cas dans le passé.
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