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K(X)

K(X) est a K[X] ce que Q est & Z. L’anneau des polynomes n’est pas un corps. On "rajoute formellement les inverses"
des polynomes non nuls, on "prolonge canoniquement +, x et deg", et on obtient un corps, (K(X), +, x).

I Corps K(X)
I.1 Définition. Forme irréducible.

Conseil : implémenter la construction en utilisant votre Classe Polynome et en vous inspirant de la constrution de Q

faite en cours.

Définition 1 : Fraction rationnelle.

N

X
On appelle fraction rationnelle & coefficients dans K une expression de la forme F(X) = L, ol

B(X)
A(X) A (X)
Bi(X)  By(X)

L’ensemble des fractions rationnelles a coefficients dans K se note K(X).

si et seulement si

A(X) € K[X], B(X) € K[X]\ {0}, sachant qu’on a

Remarque 1

P(X
On identifie tout élément P(X) de K[X] al’élément ¥ de K(X) correspondant. On considére donc qu’on a K[ X]CK(X).

Dans la suite, on parlera de représentant pour désigner une écriture possible parmi d’autres d’une fraction rationnelle.
2 X2
Par exemple « ——— » et « ———— » sont deux représentants d’une méme fraction rationnelle... qu’on a davantage
Pef% i x (X +1)2 P d &

, c’est le sens de la proposition ci-dessous.

envie de noter X1

Proposition-Définition 2 :  Existence et unicité de la forme irréductible..
Soit F(X) € K(X). F(X) = P(X)
Il existe un unique couple (P(X), Q(X)) € K[X] x (K[X] \ {0}), tel que { P(X)AQ(X) =1

Cette écriture de F(X) est appellée forme irréductible de F(X). Q(X) unitaire.

DEMONSTRATION. La méme que pour Q.
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P/(X)
P(X)

soit une forme irréductible.

Exercice 1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur P € C[X] pour que

1.2 Opérations et structure

Proposition-Définition 3 .
Les opérations +, X, - suivantes sont bien définies :
AX)  C(X) AX)D(X)+C(X)B(X)
* B(X) " D(X) BX)D(X)
( CX) _ AX)C(X)
( D(X) B(X)D(X)’
(X) _ AM(X)

X) B(X)

o= &

)X
)

rsIke

>

S5

@
DEMONSTRATION. I faUt IMOMETET ..o et e e C’est facile.

Théoreme 1.
(K(X),+, X, -) forme une algebre pour laquelle (K(X), +, X) est un corps.

@
DEMONSTRATION. Tout est essentiellement évident par construction. Il suffit de I’écrire.

Proposition-Définition 4 :  Composition.

(GX)) e A B :K(X)— K(X).

Si G(X) n’est pas constante et F(X) a(X))

on peut définir F o G =

>
El :Bx

DEMONSTRATION. Supposons F(X) = —— = ——=. Alors A(X)D(X) = B(X)C(X) donc dans K(X)¥X) on a

B
(G(X)),D(G(X)) # 0 (on peut faire un calcul direct pour le voir, et ce sera
G

L

Comme G(X) n’est pas constant on a B
AG(X 2(G(X @
précisé plus loin) et donc ~(G( ) = q( ( )) "application est donc bien définie.
B(G(X)) D(G(X))
1.3 Dérivation
Proposition-Définition 5 .
/ _ /
Soit F(X) = % On définit bien une fraction rationnelle en posant F'(X) = A (X)B()g ( X;i(X)B (X)

DEMONSTRATION. Il faut voir 'indépendance au représentant choisi. Faisons-le.
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Remarque 2 On définit de méme, par récurrence, F”/(X), ..., F™(X),....

Remarque 3 Les propriétés algébriques de la dérivation sont les mémes que d’habitude :

e I — F’ est linéaire, donc F — F(") est linéaire;

e VF,GeK(X), (FG) = F'G+FG', doncV F,G € K(X), (FG)™ =Y (})FRGn=H;
k=0

e VEGeK(X), (FoG)Y =G x F'oG,doncV F € K(X), F™(aX + ) = a"F™ (aX + B).

DEMONSTRATION. On se raméne aux formules analogues pour les polynomes par définition de la dérivation des fractions

@
rationnelles.

1.4 Degré

Proposition-Définition 6 .

A(X
Soit F(X) = ﬁ On définit un élément deg(F) € ZU {—oo} en posant deg(F) = deg(A(X)) —deg(B(X)).
DEMONSTRATION. Il faut voir 'indépendance au représentant choisi. Facile, exo.

deg(F) = —o00o & F = 0 MAIS deg(F) = 0 % F constante.

D <1101 0] LY ST PUUUPUPUTPRURPIN

Remarque 4
Soit FI(X), G(X) € K(X). Alors on a
o deg(F + G) < max(deg(F'),deg(Q));
e deg(F x G) = deg(F) + deg(G) ;
e et si G non constant, deg(F o G) = deg(F) x deg(G).

@
DEMONSTRATION. Un peu pénible, mais il suffit de I’écrire. Exo.
En général on a seulement deg(F")

D 1111 0] LY S PP P PP PPPPPUPPIRN

IT Zéros, poles, et fonctions associées

I11.1  Zéros et poles

Définition 7 .

P(X)
Q(X)

e Une racine de P est appelée un zéro de F'.

Soit F' € K(X) d’écriture irréductible

e Une racine de ) est appelée un pole de F.

Et plus précisément :

e Une racine de P de multiplicité r est appelée un zéro de F' de multiplicité r.

e Une racine de ) de multiplicité s est appelée un pole de F' de multiplicité s.
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Reformulation :

Soit F'(X) une fraction rationnelle pouvant s’écrire F'(X) = 2%;2 (non nécessairement irréductible) avec A racine de
A(X) de multiplicité a et de B(X) de multiplicité b. On a alors trois cas :
S R R 1 (o) O PSP P PP PRUPPPR ;
2. 810 > Dy OIS weieiiiiiiiiiiitte e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e et eeee e e et et et et et et et et et a e e ettt et e rerererenrarerane ;

R T s /-1 (o S P PSP PP PP P PR T PP PRTRPPPPPPRPRPRPROR .

Remarque 5

Si A(X) et B(X) non nuls, les poles de ig(()) sont
II.2 Fonctions rationnelles
Proposition-Définition 8 .
A(X) 5 3 K\ {polesde F} — K
Soit F(X) = € K(X). On peut définir une application F' par F : Az) |
B(X) @ B()
quitte & faire un prolongement par continuité si A(X) A B(X) # 1.
@

DEMONSTRATION. Immédiat.
Remarque 6
Soient F'(X), G(X) € K(X). Pour z tel que cela ait un sens, on a :

o F+G(z)=F(z) +G(z);

o ' xG(x)=F(z) x Gz);

o FoGlz)= F(é(x)) ;

o F(z) = F'(z) (pour K = R)
DEMONSTRATION. Exo. Le plus difficile est de préciser ou doit vivre x.
III Décomposition en éléments simples
III.1 Partie entiére (ou polynomiale)
Proposition-Définition 9.

: A(X) o . "
Soit F(X) = B(X) € K(X), alors il existe un unique polynéme Q(X) tel que F(X) = Q(X) + G(X) pour

une fraction rationnelle G(X) telle que deg(G(X)) < 0.
On appelle Q(X) la partie polynomiale ou partie entiere de F(X).

DEMONSTRATION.
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II1.2 Décomposition en éléments simples

Théoreme 2 : Théoréme de DES dans le cas sars.

DEMONSTRATION.

Exercice 2. Retrouver les énoncés des trois autres cas (vus en TACMAS).

La méme démonstration s’adapte, modulo plus ou moins de contorsions, aux trois autres théorémes.

Remarquons que dans C(X), il n’y a que deux théorémes de DES, car tout polynome est scindé. Dans R(X), il y en a

quatre. Mais méme I’énoncé du "cas général" dans R(X) est déja un cas particulier puisqu’il s’appuie fondamentalement

sur le fait que les irréductibles de R[X] sont nécessairement de degré 1 ou 2.

Rappelons quelques techniques de décompositions en éléments simples dans R(X) :

Multiplier par (X — A;)™: et évaluer en \;;

Faire baisser la multiplicité en soustrayant & chaque membre les termes connus;
Utiliser la parité et l'unicité;

Multiplier par X* et prendre la limite en co;

Evaluer en des non-poles ;

Utiliser la conjugaison ;

Méthode du désespoir : réduire, identifier, SL.
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P(X)

I111.3 Décomposition de )

Théoréme 3.

Soit P(X) = u(X — A )™ (X — Ag)™2 - (X — A\, )™ € C[X].

/

Alors la DES de % est

DEMONSTRATION.

Remarque 7

Si P(X) € R(X) est scindé, on connait donc la DES de 1;(())(()) dans R(X). Si P(X) n’est pas scindé, on connait sa DES

dans C(X) et il suffit de regrouper les termes correspondant & un pole et au pole qui lui est conjugué pour retrouver
sa DES dans R(X).

/

P
Application 1 Déterminer les polynomes P € R[X] tels que P’ | P en utilisant la DES de 5
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