Def. 1: trou

A1 (X)B2(X) = A2(X)B1(X)

Prop-Def. 2: Dem.

Existance Soit 4 € K[X]
Notons D := AN B

Puis ¢ -
D

Ol Ol

Par homogénéité de PGCD :

h )
>
ool
I
—_

On note p le coefficient dominant de B puis

A
P=—
I
B
Q==
1
PAQ=1
; P_A_ A
On a bien 0=5=3
@ unitaire
Unicité Supposons avoir deux formes irréductibles
A PP
B Q1 Q2
donc P1Q2 = P2Q4
On a
Q1 |P1Q2
PAQ, =1
dOIlC Ql‘QQ
Q2|Q1

Or @1, Q- sont unitaires donc Q1 = Q>
En réinjectant et par intégrité P, = Py

Exercice 1

d’apres le lemme de Gauss

de méme

P'AP =1 <= P unitaire et toutes ses racines sont simples

Prop-Def. 3 dem. L’indépendance au représentant choisi



Prop-Def. 5 dem. Soit F' = % =
.eAxD=CxB
On veut montrer

oIQ

A'B—-AB' C'D-D'C
B2 - D2
< D?(A'B-B'A)=B*(C'D-D'0O)
<= A'BD? - ADB'D = C'B?*DB — CD'B?
<= A'BD? - BCB'D =C'BDB — ADD'B
<= BD(A'D - CB') = BD(C'B — AD’)
<= AD—-CB =C'B—AD’
< AD+AD =C'B+CB’
< (AD)' = (BC)

C’est vrai, ouf!!!

Exemple 1
aX +0b
cX +d
Exemple 2: Trou juste avant
F'<degF —1

Exemple 2

aX +b\"  a(cX +d) —c(aX +)
deg =
cX +d (cX + d)?
ad — be
(cX +d)?
=2

Def. 7: Reformulation, trous
1. A n’est ni un zéro ni un pole.
2. X est un zéro de multiplicité a — b

3. A est pole de multiplicité b — a

Remgq. 5: Trou les zéros de %



Prop-Def. 9: Dem. D’apres le théoreme de division euclidienne

A =BQ+R
MQ,R), Q@ €K[X]
R eKdengl[X]
F =Q+ £
— 3(Q,R), < Q € K[X]
deg R < degB
F =Q+G
K[X
— 3Q.R), 1Y € Kix]
deg(BG) —degB <0
deg G
. . 3
Ezxemple: partie polynomiale de %
X34+2X+1 ] X?2-1
X3 - X X
3X+1
X3 4+2X+1 3X +1
X2—-1 =~ X2 +1

partie polynomiale

Thm. 2 Si B=p(X — A1) - (X — A,) alors il existe @ unique et (o,

aq
X -\

On

X -\

A
597

et @ est la partie polynomiale de %

..., ap) uniques tels que

Thm. 2: Dem. D’apres le théoreme de division euclidienne, il suffit de montrer que

aq
R a
VR € Ryeg 5_1]X], 3! €K', 5 =% 1A +-
— A1
an
E =K"
Notons ¢ ' = % Kaeg B—1[X]
——
polynoémes de degré < deg B
E — F
ag
o = oxex T T Xy,
Qip,
On a




dim (KdegB—l[X]) =N
1
= dim (BKngBl[X}> =n

et dimK" =n

¢ est linéaire par distributivité de - sur +
Par caractérisation des isomorphismes en dimension finie:

¢ bijective <= ¢ injective

a1
(65} (o7
K = : K, —— 4+ ... _
er¢ S 7X_A1+ +X_An 0
an
Or X—l)\l’ X_l)\2> ey X—lAﬂ> est libr@
Donc Ker ¢ = {0} donc ¢ est bijective
a1 [e%1
ieVEeF 3| [eR", o 1 | =&
Qp, an,
a1
.e.VR € Rdengl[XL 3! e K", % = Xcil)\l 4+ X‘in)\n
an
Exemple DES de m
1 aX+p X496

(X2 4+1)(X2+4) X241 X244

Passons par C(X)

1 _a n b . c n d
X2+1)(X2+4) X—i X+i X-—-2 X+2i
(
i

—_— X —9)(... X —1 == X =i
(X+Z)(X—Z)a+( Z)( ) X( Z)Cl 6 <~ 2
b:E:é par unicité de la DES
1 . . { .
(X2—|—1)(X+2i)c+(X_Z)("') x (X —2i)a =13 = X =2
b=—c=—— par unicité de la DES

En regroupant chaque podle avec son conjugué:



1 _1 P +i i1
(X2 +1)(X2+4) 6\X+i X—i 12\ X —2i X +2i

12 1 -4
T6X2+1 12X2+44
1/3 1/3

T X211 X244

Thm. 3: Dem.

P=p][x—x)m
i=1
deg P = i my
k=1
P =

En général:

P = “Z(X A XX (X = Al )™ (X =)™ X (X = X)) ™ X x (X =A™

k=1
i’ N - (X — Al)ml X ... X (X — Ai_l)mi_l X m; X (X — )\i+1)mi+1 X ... X (X — Ar)mT
P o Pt (X — )\1)"7‘1 X ... X (X — )\ifl)mifl X (X — )\Z)m1 X (X — )\i+1)mi+1 X ... X (X — )\T)mr
_y
X -

=
Il
—



