
tr # Nombres relatifs ##

I Z

Motivation (IN, +) “n'est pas un groupe”: il existe des

naturels qui n'ont

qui n'ont pas d'opposé

Solution On “ajoute les opposé's" des naturels strictement

positifs et on

prolonga cauoni quement t, .,

ş

Cont la divisibilité sur Z est seulement un préordre.

I Structure

1

Structure algébrique

Z = NU {-n, ne in*} ou -n est une construction

syntaxique.

Pour asb dans IN, on note

atb la somme de a et b dans N

(al+b est l'unique CEIN tq a+c= b

· a + (-6) = -((-a) + b)

.(a)+(-6)= -(a+b)

6 + (-a)= (-a) + b

.(-6) + a

on complète pour que

(-6)+(-a) = (-a) + (-b) + soit commutative.

bta

= atb

.

a + (-6)

.

.



than 12,+) est un groupe commutatif.

iie.

(Z2, +) est

un groupe

1 + a un élément neutre : 0

Ya ez, u+O = a

2 Tout élément a Ez a un

symetrique par +: -a

Va € 2, a + (a) = 0

3 + est associcetive

Va, b, CEZ, a +(b + c) = (a+b)+c

4 + est commutative

Yabe Z, a+b = bua

De même, on définit la multiplication de la seule façon

possible pour que le theorene suivant sout vrai

thm 2+.)

(2, +, :) est un anneceu com mu

tatif

ie.

1 (2,+) est un groupe

(22, +, .) est

2

un anneau

un élément neutre: 1

Ha ez, a:1 = a

est associative

3

est distributive sort

Torbice z, Sa. (6+C) = 0.btaic

[(a+b).<= a.c+b's

5 · est commutative



2 Ondre standard

On prolonge l'ordre standard & co N à Z de la seule

façon qui rende unaie :

thm (

2+, .,<) est un annew ordonné

ie

1 (

2+,.) est un

annecon

2. On peut additionner des inégalités

da, b, c, d Ez, sarb

arc s brd

[ced

une

3 On peut multiplier

Vab, c Ez, sasb

losc

inégalité par un positif

ac <bc

A

multiplier

On ne peut pas soustraire ou

brutalement des inégalites

eg (-35-2

{-35 2

mais

9-4

-

3-2 nais 07-4

-392



then propriété fondamentale de z

1 Toute partie non vide et minorée de 2 a un plus petit élément

2

et majoree

grand.....

3 Divisibilité

def Rappel

Soient a,bez

alb a 3REZ, b= ka

On dit a divise b ou b est un mice

multiple de ce

notatn Ensembles

1 D(n) l'ensemble des diviseurs de n

2 Dzin)

3 nZ

multiples den

4 10/22+

positifs ...

positifs den

+

O divise o ce qui ne Signifie pas qu'on peut diviser

pur

0

On

peut

diviser a

par

b» ssi 3! REZ, brake

prop Rappel

I est un preordre sur 2 et même un ordre si on le restreint

ů IN



thm Propriútes algebriques de l

1 l est stable

pur

combinaison lin Caire

2,

/pc

2 l est stable

ta, b, c, d e a falb

[cla

3 l est stable par puissances

Varbe ZZ, VnEIN, a1b + a" 16"

dem Propriétés algébriques de l

pur produit

acl bd

1 Soient a, b, 2, M, CEZ

Supposons (26=2ka

pour un certain kez

luc=uka

kez

2b + uc = a(ak+ut)

Posons K = 2k+ute' EZ

ab + uczak alabtuc

2 Soient a, b, c, de 2

Supposons falb il existe ke Za tą akob

(eld

l'e z tq c, kad

On b.d = (a fe).(c. k)

(a.c). (k. k')=b.d

Or k. k'e 2 acibd



3 Joient a b c 2 et ne IN

Supposons pour le ,

baka

Donc b" = (ka)"

bh ah ah

b? = Ka x kez

Donc a 16"

thm de division euclidienne dans

(a,b) € 2*2*, 3! (9,-) € 2? La aby +

osr< 161

Il

ya

das variantes

pour la condition sur le reste

On peut demander bransbe

On peut demander Jirk lbl

syn r=sgn

: Python fart ça!

b

dem de la division euclidienne dans Z

Unicité

→ même preuve que dans IN



Donc

3 Soient a, b E Z et n E IN

Supposons, pour k e Zl, b=ka

6" = (tza)"

b" = "a"

 bh=ka

k def the EZ

Donc an 16"

them de division euclidienne dans Z

(a,b) € Z*Z*, 3! (9,-) € 2? ja=bqtr

losr< 161

A Il ya des variantes

pour la condition sur le reste

On peut demander bare

On peut demander Siri<lbl

: PYTHON fart ça!

synr=sgn

No

b

dem de la division euclidienne dans Z

Unicité

même preuve que

dans IN



dem

Existence

Traitons 4 res.

yer

cas

(azo et b>0); of cours for N

(aco el bro);

ze

2e

cas

parb

On effectue dans lN lu div. euclid downs. In de aa

il existe (p, q)ElN ty -a=ba'tvo

•(-1) b1-9')+(--)

Si riso,

s4=-9'

Ira-r'=0

-

on pose

Sinon o<r'<b mee is

a=

on

ajouté, beb

b(-9'-1) + b-r'

a <b

-q1

r =

3e caso of bco):

On effectue dans lN lu div. euclid. de

par

il exishe (4,7") E IN? tą a=-ba'+r!

-b

a



-=[b]'+r" -q'. buv

avec Oc V' <-b = 161

Ibl

On

pore

sa=-4'

Irari

Le casaco et bro)

par

-b dans IN.

On fait lu div. euclid. de - a

Alors il existe (ar) EN tq

5-b4'+r

bq-1

a =

us

59=9'

Si v' = 0

osr'1H si r'=0, on pose ir=r' = 0

Sinon:

a = b[q'+ 1) - b-r!

On pose {9-941

= -b-r'

thm Lien dir. enelid as divisibilité

Soient (a, b)€ Z*Z* Alors

bla Ô remia,b)

remle= 0

Jem

Notons a=bq tr

la div evelid de

- parb

IE Si renca; b) =r=o, alors a:=bq bla

supp bla Amsi il existe kE Z ty a=bka a=bk to



5 Congruences dans 72

def Rappel

Soit ne 76. La relution de congruence modulo n est ...[n]

a= b[n] 3 REZ, a = bk+n

onla-b

coroll

Sot ne *

a=b[n] a remla, n) = reméb,n)

denn Notons Ju=nq

tr

n

les DE de a et b parn

Ib=ngtri

E: Supp r=r.

a-b = n(9-9") + r-r

-r'

= n(9-9")

EL

→ nla-b ie a = b[n]

: Supp a= b[n]

3

Ansi il existe kez tq u = =bkrn

Or b = nq + r?

Donc a= n(q + k) tri

par ,

r=r

unicité de la DE, S9=q'+ te

rari



thm

Pour tout nEIN, • 5 • [n] est une relution d'équivalence.

denn

Déjà vu (vrai pour ... (t) avec ter (et 7L CIR))

them propriétes algebriques de la

congruence.

1 stable par somme



sa=b[n)

Vabode 2, , de

att =b+d[n]

lcd [n]

2 stable

par product

s vkE Z* Waybe Z, a=b[n]e tea = kb (ken]

(va,b,c,dez, La 35 (+ ac = bd (n]

lc

ad [n]

3 Stable par puissance

BpEIN, Habe Z, asb [n] => AP = b[n]

dem

1 Déjà vu (urai dans R)

2 Déjà vu (vrai dans R)

Soient abyc, de Z tels que

sa=b[n

le=

cad [n]

Il existe ke z tą a=6+ kn

lke z ty c = d+Kn

(b+ kn)(d+ &'n) = bel + b fe'n + dkn+ffeln

=bd +n(bk'tdk + kk'n)

EZ

ac = bd [n]

ac =

3 Par recurrence inmedkate

On veut nta HQ, 6€7, a=b[n] → Vpen, a = b (w

Soient ab € 72 et supp azben]. Mt par recurrence Hp ein, aP= bp [n]

aº = 131= b[n]

her Sort pen Supp uP = BP [n]. Onsą a= b[n]. Par stab. por produs 't

apt = beri [n] l'où l'her.

init



app Critère de divisibilité par 9

Soit nEIN.

(nombre aux chiffres ar, ..., 42, a, a)

Wo trans near aza, ao

On veut mtq gin Aglai

Montron plus généralement

n= Eui (9)

por

get

En effet, cela implique qu'ils ont le même reste deems la r

conc en particulier que le reste de l'un des deux est nul ssi le reste

{'est aussi

somme, n=

izo

On a n= Qro. Me Qizate de nar 40++... tuz to'+4440+40

On a 10 = 1 [9]. Par stub. de la puissance, di

to=1 (9)

du produit, bi Q; 10' = di [9]

de la

Faitoa Eqi [9]

6 Anneau 72/272

idee on change l'égalité: On fait comme si deux entiers mochelon étamente y cez

notatn 2/n22

Ensemble des classes d'équivalences de la congruence

nodulon

Z/nZ = {7, I, --., n-1 }

ou so

nZ

YI

an

Ō =

n7L+1

anti

12 / 227 2/5

In the Linz

X

(n-1 = nZ+(n-1)= 2n-1

def Addition of mutiplication sur 72/n72

J?

02/17

+

lla,5) ato lã,5) = axb

prop t et X sur ZInz sont bien définies

dem On veert mtq Verby c, d e Z. :?

= { Sato

j

a =€

u

ja+b'c+d

15=1

=T I bad [n] ž laxb.z.cad [n] 1

15=

=7

ato acad

lax = cad

=C+ [n]

atb = ctd

On a

sluzo[n]

→lato

axb = cad



rappe cela stquitte

1 (22, +) forme un groupe abélien 2x u un élément neutre I

un élément neutre

x est associative

+ est associative

4x est distributive surt

test commutative

5 x est commutative

Tout les elt att/n22 a un sym. part na

dem

TTR I VIA IL

déf

def

par

dans 2

par

dem.eg

distributivité

Scient a, b, c E72/272. āx (5+) = ā x 67c

pur

= a x(b+c)

I Nombres

premiers

- ab + ac par

distrib de x sur +

ab tac

déf

1 Definition et pères propriétés =axt tax

def Rappel

Un nombre premier est un entier positif p ayont exactement 2 diviseurs

positifs: i et

itp

eg

1

pas previer: a co diviseurs positifs

1 n'est pas premier:

il

1 diviseur positif

2 est prenier

3 est prenien

4 n'est pas premier:

{1, 2, 4}

notata Enseuble des nombres premier: P

prop Reformulation de la der: Sort pe [2,+ [

I pepayu, vez, p=u4=lul= L ou le1= 1 pe IP ssi pirréductible

2 pepo Hd € [2, LVĒJI, dyp

. O n'est

of

1 We divise pas.

dem

ou

119 Supp pEP ie D+ (p) = {4, P). Seient v € 72 et supp p=wv. Alors up 7/2/18

donc lule {1, p} /u/= 1 lul=pie luj= 1 ou le=ta = 1

12 Supp Hase e Z, p=w.v=kul= 1 ou 1415 1. Mq D4CP)e{tp}. Soit de D4 GP3

le d?oet dl pie il existe tee 72/P=Rd. Dup l'hyp. ll=1 ou 1dl = 1

le 1 - 1 ou 1d1 = 1 ie 1 = 1

ou d=1 le d=p ou d=1 ie de {1, p}



'

1

1

On a

pok

3/4}}

EN

On a

29] Supp pe Pie D+ (P) = { p} Soit de [2, L12]]

En particulier 1<2<dENP<P

Donc d4 {f, p} ce. d4 D+ (p)

E Par contraposition. Suepp. ppl P.

Ainsi il existe en diviserer kxo de pl ke & {p}

Traitons deux ces

yer ces (R SVP):

ze cas (te>vp):

Posons d=k

Ona de [z, Lel] et d|pl

Posons d= pe

Once k> up

< P = u

donc de [2, LUPI I et dlp

le nume soit ne [2, +00[. Alors nacen dekbeur prender

dem Dejä vc ("lemme 2"cle IN)

thm Fondamentul de la cryptomonnue)

# P = too

sem cf. TD "Redaction'

coroll (du lenme). Eratostene

pePad € [2, (WPJ.]n P, d+p

E IP

L160t] = 10. Nombres premiers < 10: {2,397}

10451 [2] = 2 7 107

101 = 2 [3] – 37 104

101 E P

101 = 1 [5] => 54 104

101 = 3 [7] 74 104

• 103 EP

103 = 1 [2] → 27 103

103 = 1 [3] => 3 + 103

A 103 EP

103 = 3 [5) > 5 + 103

(103 = 5 [7] →7 % 103

app 101 EP



dem

ī Existence Mq tout entier nat a une DFD - por recurrence

forte

Heneclité forte soit n E IN* et supposons que

It ke It, non

une

DEP

Traitons deux ces

deux cas

n=1 prodø

Yn>27 leme 2

tercies (n = )

π est une DFP

n =

n

sont

n =

2

cos (n = 2):

Donc na un dinseur prenier pet p E [I nI

clonc par harf h

a une DEP

On note A = Pepe Pr

où les

P

preniers on a

PP1P2

Po qui est line DFP

Unicité

preuve

de Zermello

par

l'absurde.

On supp qu'il existe un entier na 1 uyant

DFDS

d'après la ppte de bon ordre, il existe

un plus petit entier Nayant au moins deux DFP

reng Sik & EN, kike che

kę a une unique DFP, c'est

k a une unique DFP

lu concatenation de ket ke

(par unicite)

Décomposition en fuctears premiers

au morks cleeex

bez

.



Notons (N=pP

pta

où

P = Pipe Pr

Q-4,4."4v

est un produit de flect, prowers

N=qQ

renommage près

on peut suppover p<q

pe {41,...,4s} sinon cearcach cleux DEP

On

Zte

D'après la nena,

Ka

a une uni

la DFP de p-q

992

No tous K = N-pQ > 1

On a (-4) Q = K - p(P-Q),

enique DFP obtenue par concatenations de

4s et égulement obteure par

Concat. de P-Q et

P

Donc p apparait dans la DFP de q-p donc p/4-p

or ple donc

stabilité de / par soune

p1(9-p)+p=9 D+ (4) = {2,4)

P

0

par

OV

donc p=4

2 Facile en utilisant 1

3 Valuations p-adiques

prop-def

Soit pell et neZ*

Alors il existe un plus grand entier a tq palu.

Cet entier est appelé valuation. pradique noté Vp (2)



dem

A={«EIN, plu} et

JA &

car O EA

it majoré

car n&o

egen

po= 100: n=2

5?

Vi (400) = 2 car 2|100 wais 27.100

13 (100) = 0 344100

us (100)=2 521400 welis 534100

car

car

• n = 360

n = 33.32.5

V2 (360) = 3; uz (360) = 2, vs (360) = 1

remy Reformulation de la déf.

Vpin) est l'expo sont de p. cons la DFP den

reug

Reporuclation de TFAr

Sot ne 2*

*

Alors n=

syn(n) [I

PEPP

thm

Soient ab €7*

1 albVpe IP, upla) sup(b)

2 VpE IP, vplab) = vplu) + Vp (6)



lem

par de

par definition

20

:lb= TT gebi

3 Ype P, VnEIN, bla") = nupla)

4 a+b+0 → Vpe IP. Wpla+b) > max {upla), pls)

1 El Supp alb. Soit pell

Wpla)

Upla) est tq e

blas la

de / sur ZZ, puplus Ip

vp (b) > Upla)

Supp VpETP, upla) < upla)

!

vplb-Up(a)

|al|lbl

2 Soit pt IP

|ab| - DT puplust volby

> Vpla) + vp(b) = vp(ab)

par unicité de la DED

I ppc65-vala +46w

PEP

perp

U

EN

lal

†

» alb

polas

;

PER

PER

PEIP



3 Par recurrence immédiate

#couprie

4 Soit pell

sua prelasp

ou pt P

{b = pulblQ

ou pt Q

recommage pres, Y; (4) { Vp (6)

a+b = pyplow

(P + pvplcba

) - vple Q)

E IN

app

Solent a, b, 1 tq

a 15"/27/64/03/501

Mtg a=b

Soit pe P. Ona VnEIN,

{a2n+1 | 62n+2

621a2n +1

(2n+1) upla) < (2n+2) Up (b)

Donc VnEIN,

Zn Up (b) < (2n+1) Up (a)

Zn Up (6)

(2n+2) vs (b)

HNEN,

< Up (a) <

Les megolités lurges pousent à lave Cemarte:

Avec n = +00.

Up(b) < 2p(6) < 26(6) 2pla) = 2(b)

Ceci est vrch pour tout nombre previer p

donc a=b

Par combien de O se termine 2020! ?

Zn+1

Zn + 1



3 Par recurrence immédiate

#couprie

4 Soit pell

poplayp

ou pt P

sa

b=pupcom a

ou pt Q

recommage près, Wp (a) < Vp (6)

a+b = precav (P+ y Vecko) - výlwQ)

E IN

app

. met

Zn+1

Solent a b>, 1 tq

a 164/27/64165151

Mtq a=b

Soit pell. On a VnEIN,

1 a 2n+1 1624+2

62n la?

(2n+1) Up() < (2n+2) Up (b)

Donc VnEIN,

2n 2p(6) < (2nt L)2p(a)

Zn Up (6)

(2n+2) Vp (b)

HNEN,

< Up (a) <

Les mégalités leerges passent à la Comurte:

Avec n→ +00:

Up (b) & Up(a)= 26 (6) Up(a)= Up (b)

Ceci est vrica

pour

tout nombre premier p

donc a=b

• Par combien de O se termine 2020! ?

Zn + 1

Zn +1



On cherche nax fné N, 10"| 2020!} = Vo (2020!)

##2##

Mais A 100 P, donc Vto n'a poes les ppte vues. ey Yo(2.5) #Vol2/+YO (5)

Yo(n) = mi'r{ų (n), V(n)}

Par contre

II

n = 2020!

V (2020!) > 15 (2020!)

Finalement, on cherche Us (2020!)

2020. = 4x2x3x4x Sx...x 10x...x15* --*20.x.x25

1

contributions

1

1

V3 (2020)

5.2 5.3 5.4

4

5.5

On cherche combien it

ya de multiples de 5 < 2020

1

2

5.1

(2020= 404

On rajoute le nombre de multiples de $?.Ş. 2020

(2920-404= 80

Pared

53

pour

1 - 180] = 16

pour 54

12040 Les

C'est finis 58=3125 > 2020

On les sommes!

Yo/2020!) - \ (20201)-404 +80+16+3 - 503



rema Generalisation de l'epp

On montre de nêne

au bout d'un moment y'u que les o

Up (n!) - ELBA

k=1

avec pe IP

!



## Z##

HII PGCD, PPCM

1 Définition et enes

pptes

clef

Soient a, b EL

1 de ZL est un pgcd de a, b EZ si dest un

commun de a et b pour

plus grand diviseur

2 de 7 est un ppcm de a, 6 e 7 sid est un

commun de a et b pour

plus petit multiple

eg

. D(18)= {-18, -4,-6 -3, -2,-4, 2,2,3,69,18

D(24) = {-24, -12,-8,-6, -4,-3,-2-1, 1,1234,6,8,12,24}

Les diviseurs commun forment l'ensemble

D(18) D(24) = {-6, -3,-2-1,1,2,36)

Un pycd de 18 et 24 est 6

Un autre est - 6

7

Pgcd de 18 et o

D(18) = {-18, 18} ; D'O) = Z

D(48) n D(O) = D(18)

Un pgcd de 18 at o est 18

Pyco de Deto

Don D(O) = Z

max z = 0

(7,12



0

thm-def

Soient b€ Z. Il existe cen uwque pgecd positif de a et b.

On l'uppelle le pgcd de a et b et on le note PGCD (a,b) ou

anb.

1 jano

Son b = b

2 Si a, b E *

a

amba to min{upla), vp(b}}

PEP

dem

o Unicité

dans un lu divisibilité est un ordre

Existence

1 Dla) n DIO) - Dla) nZ = Dla) → ano = a

le même onb=b

2 dla a Upelp, Xp (d) & Up (a)

dlba HpEIP, Vpld) { Vp1b)

donc d divise a et b A Hp EP, Vp (d) < min{Vp (6), Vp (b)}

donc le plus grand diviseur commun est le plus grand diviseur de

min

TT pain { Vpla), VpCb)}

PEIP

truc hors-programe

(Z2, pgcd, ppcm) est un algebre de Boole



ay b - TT

PEP

24 =

peto p Plu)+Up (b) (*)

then der

Saient qbEZ. Il exute un unique ppcm positif de wet,

On l'applelle le ppcm de

a et b note PPCM (a,b) ou avb.

Javo

loubo

2 & ab € *

<{ vpla), Vp (b)}

dem par raisonnement anulogue.

eg

18 = 23

2.3

* 24

18–24 = 2 = 6

123 = 3.41

45= 3g

123 -45 =

419 = 3

coroll

Scent a, b € 72

lanba vb) = la.bl

Jem Si fazo

lb 30

Sinan & p E IP, mind Up (a), Up (b)} + max {xp(a), Vp (b)} = 10(a) + Up (b)

Dome la b1 = 14/b= TI places II plcb)

>

so

OK.

PEP



(anblla vb) - ITp(0), (b)} TT, Max {4o(a), Up (b)}

PEPP

PEP

TT main { 4 (a), 40(b)} + max { Vpla), V(6)}

peipp

TV (a) + Up (b)

PEIP

=la.bl d'aprei (*)

thim

Soit schaue {ppch, pgcd}

1 schau est commutatif

tabe2, a b = bila

2 schmece est associatif

Hobce Z. (205) (=Q7 (4.c)

3 schnau est homogére

ta, b, & €72, (ra) (b) = klab)

Jem "Exercice facile"

prep

Sorent ,bez et de N

sont équivalentes:

il d=unb

1/ D (a) nD(b) = Did)

il də inf{lal, 1b1}

ivljala

FSEL, (slads/b) 516

(IN

a ef d/b

dirisere comun

dels plus grand

que te dis.

consin



init

on pose

2 Algorithme d'Euclide

Un algoritme pour calculer and

{s: 5

tant que no

on pose rnai= rem(n-1, on)

Le dernier reste non-nul est le pgcd.

eg 12345

og 18124

i ra

18 = 0.24 + 18

24

1 TS

3.5

123 = 2.45 + 33

non co}us

13

si

PGCD 45= 1.33 + 12

33 = 2.12 + 9

12 = 1.9 + 3

g= 3.3

+

-PGCD(123,451=15

o

eg 123 456^78 910

to En Python. lol

def pgcd(a, b);

P, 9 = a, b

while != 0 :

9

P q = 9, p%4 9

return abs(p)

-p% n'est pas tj positif!!!!

thim l'algod Euclide chest pas de la merde

Y'algorithme d'Euclide termine et est correct

leme

1 Pour de N on a dao=d

2 Pour a, b E ZL, amb = baremla, b)



dem lu lenne

SE DCD)

pur

dat

1 Déjà vu

2 Il suffit de mtq Dia)n D (b) = D(D) n D(neula, 6))

Si 8€ Du) n )(b)

Alars

et sla et Slb

sla-bq =r par stabilité par combi fin de l sur

donc SED(r) d'a SED(b) AD(r)

5: S: SE D(6) n Dir)

alors SED(6)

et slb et slr

par

stub

par

combilin.

slbq+r=a

donc SED(a)

dou SED(a) n (b)

par def

r

dana

dem du theorene

Terminaison par l'absurde.

Supp que l'algo. ne termine pes.

Un definit alors (rn)nein le suile des restes

dans l'algo.

donc re

re? (VIN)

Correction Wotous b=aab. On ai

d = roar

=r. na d'up lenne 2

=r^& d'up leman 2



11

Rhei

par déf

Vnut Arn

rin

rn ^

rn

d'ap lenme 1

remy complexité de l'algo

L'algo d'Euclvcle est efficace.

thm d'Eudoxe (sur la relation de Bézout)

Scient a, b e 7 et d= arb

Alors il existe (2, 2) € Za

ta aut brzd

le en peut expr le pgod de deux entiers come Cl avec deux centres

En reprenrant la notaetion de l'algo d'Euclide.

d = rn est une CL de rnz et rn-

or rn-1

Vn-3 Vn-2

d.

or rn-z

d d

dem

-1

M

0

Vn-3

:

Vn-a

Vn-2

n-3

runu

.

LO

:

10

rn-a

por récurrence imédiate,

d est une CL ele ro= a et r=b

ie d = arutba

es Relation de Bézout

pour 123745 + 3

combi lin.



123 = 2.45 + 33 33 = 128-2 GS donc 3=-4.123 +11:45

45 = 1.33 + 120 12 = 45 - 4.33 vouc 32 3.45-4 33

.

33= 2. 42+ 9 = 33–2-12 donc 33:33+3:12

I reinjection

12 = 1.9+ 3 3 = 12 - 4.9

yg = 3.3 +0

exo bonus écrire une function Pyth. qui culc poed & une nel cke. Bezout

Il n'y a pas

d'unicité d'un couple

(u, v)

reing

Sort qb € Z et den. Sil existe (47) € Ztels que da au+bu

alors:

anbld

dem

d = azet br or sanbla

lanblb

par stabilité de la ali aablar+ bv=d

thm Reformulation du them d'Eudoxe.

Soient a,b € Z #d=anb

Alors a ZL + b2 =dZ

Meth 1 Utilisation d'Eudoxe et sa reciproque partielle

aZ+ b2 = {uu+bv, (4,02 € ZZY}

d'ap Eudoxe de aZZ + b Z

donc

d L c a7L+ b

Jup la reciproque partielle d'Eudoxe:

78€ Z'+b72, 'd18 VSE Z +bZZ, SedZ le dZ DaZ+bZ

tem



sg (2,+)

d'ap la

carac. des

Meth 2 Caracterisation des sous-groupes de (2, +)

On observe

que

la Jonne de deux sous-groupes est t; s-g

Su ZZ est un sog (Z+)

{67L est un

a ZL + b2 est un sy (72+)

des s-y (76,+)

il existe den tq

aZ + b 7 =dZ

orty d=and

On a fata+672 at dc dla

26 E672 +azbe dZ d/b

Sort Sell tel que s/a et s/b

de d7L = a 7+bZ

donc il existe (4,4) e Z tels

que

da Qurbu sola

1816

Par stabilité par CL de

sld

3 Entsors premiers entre eux

Joient a, b E 7. a et b sont p.e.e? ssi anb=1

prop lien prenior p.e.e.

soit p22. On a PEPVue Z\P72, anp= 1

3 lupp pe Pie Dt (P) = {1,p}

sous-groupe a preniers entre eux

1:

der

dem



Soit uE7 \ pz

D+(a) n D+ (p) c D+ (p) = {1,p}

c Dt (a) et af pz

clanc P& D+ (a)

Donc D+ (a) n D4 (6) c{1}

ti Par contra position.

Supp P&P

Ains. pa un diuseur positif d& {p}

de {2, P-1}

 de ZpZ

dle

#

rema

Si a, b et alors

6Z a comando

anbhaab = 1

1

denn

b

Par homogénéité du pecah No ton de achon amb

anb= (amb) a cashflaublado)

= (anb) [amb mand]

On a

(anb).cl

 de and

1

anb

then de Bézout

Socent a, b EL

anb=1 F(, v)EZ?, au+bw=1

dem

*: Eudoxe

6: Si il existe (u, v) € Z tq au+by = 1 alors aabli

and = 1



On a

a

app Je l'enfer

Suvent ab EZ

Mhiq unb=1 (a+b) ^ ab = 1

E: Sapp (a+b) n ab -t.

d'ap le sens direct de Beircut

Il existe (OV)EZ? ty (a+b)U + abV = +

le. al' + b(U+ ab) = 1

Posons su=UEZ

22=UtaVEZ

a2e +b=4

d'ap le sens reciproque de Beżout

On

anb=1

Supp anb=1

Donc d'ap le sens direct de Bézout

il existe (U, 01 EZ2 tel que ar+ b2 = 1

donc au+6 vit zuvaba (are + br)=1=1

iela+b)(azel+ bu?) - bazel-abo? + Zuvab

1

ie (a+b) (areb02) = (2e+2?2uz) ab 21

ce (a+b)(au?+ 622)-(2-2) ? ab = 1

Posons Su=aze+buEZ

{v=-(2-2) EZ

On a (a+b) U + ab v=1

Donc d'appes le sens nežiproque de Bezout:

(a+b) a ab=1

coroll dhe Bē zout

1 Sorent a be, bz,..., bq € 72 tels que

van be = 1

anb=1

lan bu = 1

Alors ad bibzon bq = 1

2 Soient a, b e Z et p. 9E IN tels que anb=1 alors anb?-1

ī D'apne's le sens direct de Bézout ilexite 4,V4,2% 22, U3,...,264,672

dem

tels que



»

(au, t Diu=1

Ja uz+ b U = 1

laua+bq 24 = 1

alal ús Uq+ )+ baby by Vzx 24 = 1

bg uzluk

par product

d'après Bezout, nécproque Ok

2 "exo facile

lemme de Gaus

Soient

ay

b, c E ZL

Si sal be

alors al

Canb=1

denn

pil exasle ke 7, 'akubc

Supp

done

(4 v)€Z", arrbu = 1

acue+lock = 5

Ea(c2+ kv) = 0

{all

lanb=1

On multiplie par

şalla

EZ



coroll de Gauss

ax

Sorent ab, x, y E Z tels anb=1.

que

=by a 3 kell,

x=ble

ly=ak

dem

Sepp quil enste kEZ{Alus ax = abk= bak = by

* Supp ax=by

On a alox

→

{aab=1

done aly d'après Gaurs

Alors il existe kez / yrak

On ax=by donc en

en reinjectant

ax=abk

di ato on tire bien x=bk

Sinon b= + 1, y=o etil suffit de paver k=0.

4 Équatiens diophantiennes affines

Le problème pour cyb, c € Z, on veut résoudre dans 7 elequution

ax+by = c.



a=2, 2=-221 D: 2x - 2y = 1

a=1, b=2, (+3 De: x+2y = 3

3

meth

Deux cas

per cas (anbyc):

D'aprés Eudoxe, il n'y a pas de solutions.

2 cus (anb(c):

1. On note j

Zéquation équivant à lx+by=c

3

anb

b'

amb

anb

2. On cherche une solution particulière

• On remonte l'algo d'Euslide pour trouver a'u+b'v=1

et on pose { cv

x=c'u

Ou

• Par contemplation

3. On soustrait la solution perticulière,

On a altorby=ch



→ ax+by=c'

Hala-%) + b)(y-yo) = 0

a (x-ra = bYyo-y)

*FREZ, (*-=5*

Yo-y=ak

sx

ik

ly=yo-ak

Aske,

to +

d'úpner le coroll de Gause

car anb'=1

4. On conclut

S= {+bike

, yo-alk) REZ}

variante Systèmes de congruences

x=x[a]

=ß [!

avec ab € Z et anb=1

x =

b&+B

que

On peut se ramener à une equation diophancienne afine

En effet, fx=x[u] 6.3kEZ, x = ak+x

1x = ß[b] => 3kEZ, z3

Par toustration, il existe k, k ETL tel

Orat-betx

+*-ß

ie ak-ble'= ß-«

meth

1 On trouve une solution particuliere to

2 ziequation equivaut à sx-40 = 0 [a]

X-X. 50 [6]

= ab/x-xo car avb

ad

ad



S = {2+abn ne72}

5 Petit theore me de Fermat

Vpe IP. WkE [l, p[, p16)

denn

() = p

ie

plp-1)-(p=k+1)

ke!

P(p-1). -- (p=k+1) = t! ()

> plk! (!)

pak=1 con te q p72 (lien Plpe.e)

PA(4-1=1 Cur H-1)6p7Z (...-...)

:)

P^ 1=1 car 14 p7L

donc d'ap. le coroll de Bézout:

pa (Bxlk-1)X.--x1) = 1

1

le

pa

ak!

Ainsi splk! (!)

{pak!= 1

donc d'après le lemne de Gauss

PLC



than petit theore me de Feruat

Sat pelP. Alors

1 Hnez, n'= n[p]

2 Ha € 7 \pZZ, a P + 1 = 1 [p

]

dem

1 Mq En EN nPan [p] pur recurrence.

Lin=0);

OPOL

Her seus neNet supp npsn [p]. Ma (n+1)P = (n+1) [p]

On a (n+1)P = {(fink

1. BON

te=0

1 +

P

tn

Gen

=

2. Sep la some, pied+Ettete

k=1

k=P

Construire

On a pear & € [2, pI (( )= 0 [p]

et clone (nt = 0 [p] par stabilite dhe produit

P-?

(n =0 [8]

conc

par

stabilité

parsome I (hink zo [p

2]

Jone (n+1)? = 1+0+0P [p] par

stabilité

par sonne rajouter pied

=1th [p

har

En+1 [p] car (7, +) est un groupe abefien.

d'ai l'hérédité

kai

& tête à EO[p]

par



On a

Conclusion portrelle on

Vach, nan (p

lone propriete init & hear cleane

Sat ne 74\NE-IN

Mais n=-/nl.

Tractors deey calli

to cus (p=2)

n = n = Inp zin] [2]

Et -1=1[2]

> -in!= In1[2]

Finalement n' an'an [p]

ze cuscp # 2):

PE2N+1=nP= (-In/?= (-18 /n/P = - ]m/P = - ]n] [p]

2 Soit at 72 \ pz

d'ap 1, plata

le plalap "1)

or pra = 1

d'up le lien Pop.e.e

d'ap le lemme de Grauss:

plap1 le up: 1 [p]



6 Anneau 74/pZ2 covec pe IP

rel ( 74/pZ1 = {ő 7.,...,

P-1}

+

à to

= a +5

ăx 5

sab

(14022, +,x) est un anneau comutatif

app

PEP = tat742\{7}, Jū € 74/p72\{o}, āxūs ī

remo terminologie

Un annew come tutif non-nal chius lequel tout élément a un

Inverse est appelé un corps

Sort a €74072\{0}.

Asus. 4€ 72pZZ

donc, d'après le lien PP- piece.,

d'ap le sens direct der th de Bezout, (20,0) = 7 ta

uu+ pv =

j'ai

au + pv

ie āxū +Pxū - I

anp=1.

Cr P = 0 uxūzi

7 PGCD/PPCM de n entiers

def - thin

Soient a, ..., An EZ.



1 7!d EN, d est un poco de as,...,an.

On l'apelle le pycd de as,..., an, noté uza...nan

23! MEIN, n est un ppcm de Us, ..., an

ppcm de A1,...,an, noté atv... van

On d'appelle

En général

(uz A--nan)x(Q4 V-VUm)#104 cm

eg (19204) (1 ~ 272) = 1.4 + 8 = 1.2.4

thim

Le pgcd est

1 Associatif

Qen (aan (..nan) = Qqn Qen...dan

2 Comutatif

Voc Sn, ao (1) * 26 (2)

ab(n)

= an az 1 ...dalin

3 Homogène

(has) n... alkan) = 1k!(Q&A...nan)

ppcm possède les mêmes propriétes.



them Eudoxe generalise

Sorond ae, ..., ant 7L. et d=Ugd...dan

1 Il existe us, U2, ..., un

tq aq U4 + ... + An Un = d

2 447 + U2 7 + stan z =dZ.

def

Scient us, ..., an EL.

1 On dit que as,.., an sont p.e.e dans leur ensemble

quand aan...nan=1

eg 6, 10, 15

2 On dit

que at, ..., an sont p.e.e deux à deux

quand Vizje [4 n I, ainaj = 1

eg 8, 9, 25

1


