Lycée Alphonse Daudet — MPSI Année 2020-2021 — Exercices

[ENCADREMENTS — INE’QUATIONS]

Exercice 1. Encadrements

1. Pour z € [-3,3] et y €] — 4,2], encadrer (z + y)?.
2. Inégalité A retenir : montrer qu’on a V(a,b) € R?, |ab| < #.

Exercice 2. Inéquations

1. Résoudre dans R I'inéquation : |22 — 6] <z — 1.
2. Résoudre dans R linéquation : |z — 1| < |22 + 1] + 1.

[CALCULS DE BORNES SUPERIEURES ET INFERIEURES.J

Exercice 3. Borne supérieure d’une réunion, d’une somme, d’une dilatation
On considére deux parties non vides et bornées A et B de R. Montrer qu’on a :
1. sup AU B = max(sup A, sup B),
2. sup(A+ B) =supA+supBou A+ B ={a+b, (a,b) € Ax B}.
3. Pour A € R, que vaut sup(AA), oi AA = {Aa, a € A}?

Exercice 4. Bornes supérieures et inférieures explicites

Calculer explicitement les bornes supérieures et inférieures des ensembles suivants, ou démontrer que ces bornes
n’existent pas lorsque c’est le cas.

M,neN}, B:{(—l)”—i—i,neN\{O}}, Cz{COSQ(x)—I-COS(x),xER},

1 1
D= {(m1+...+xn) <—|—‘..+>, xl,...,xn>0} oun =2 (n€N) est fixe.
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[PARTIE ENTIEREJ

Exercice 5. Pour n € N, montrer que la partie entiére de (2 ++/3)" est impaire.
Une fagon de faire : on pourra simplifier (2 4 v/3)™ + (2 — v/3)™.

1 n
Exercice 6. Pour = € R, la suite de terme général u,, = — E E(2kx) converge-t-elle ?
n
k=1



B

El;[i_\ On o x € -3 2)el Y€ J-4, 2L

x+ye]-3 5L

O$1+k3\(> ou -’4\(1+\4$O

& 0< (xvy) &4l
& (xiy) € o a9l

lm.l 0 £ (&—b\lzf_ a’Z_ Za.b-f-bz
&S Zab ng-&bz

= 0 < (wtb)

& 0 & o2 +2ub+
& - 2ub <o+ b’

e —ub < 9Bt )

On o (%) e (x#) doc  [ub] <2

N
e

N



EXM R

2/4] (26l & 2-1
I%-6 <0 & |2x-6] = ~2x+€
{21—6 >0 & [2x-¢| = 2x-6
12x- G| ¢ -1

{—22&-6 & 2| 24-6 & x|
& ou |
¢x-6¢ 0 2x-6 20

7.
Xy = x £5
{xéB {123

& x € [;3]0['35] |
& xc[3,5]

[2]2]

}x—i,é |22+« & !x—'/—[.Zm-iléi

e 1 + 00
-1 - — —+
2= + | — GP + -
\x—l) | =X+ |-x+lp X — 1
J2x+1] |—2z2—! CPZJC-(—I D+
—|t] | x+2 |-3x |-x-2

<+ Sur ]—50,‘12[ (%)

‘Ialf—-,?}(—fl] = "3x ow )-%, 4 [ (ex
X2 Sur J 4, 0L (xx%)

) x -t e x €10 o]



X7 - lz‘
(k%) X -3¢
161 equivant o

oof



gﬂ Un c;(cwplt’ |

— e %4/////{. o
0 A

Co reviont o u &J/ oéu,:o,‘,:

Sp = bD?A (chéA/ w < Sa %)
{Sﬁ SV?B:)J [Pt uah) st

VhER b4 S Sty
VH&{M&)'OS B}SBS H (*Xg)

S = M"’X{S*/ SB}
Mg s=30p (AYB) |
€ AUB €5 Vb’)
= {\}Mgimoos /‘WR}, SEM (x#)

Hq (*) So«t x € AUB.



1% s (eehy
R = % $5a S raxlsy, )

\f_—"
S

= X £S
2€ ws (xER):

R 3 = & 54 Mo 5}
<

Mg 065). Sodr (M € §rjo AuBY
& Vx €AVB, TS M,
My S &M
A rono Mmisss s on a 5= S
done Sy Sp D G € | mas B
Ov  Sa e{mdo A}



13/4 sode |
(Medn 2 ) pav cavackerisat on “avec des €7 du Sup
- S w\qJ'ove AvlR. cf <Né£h3)

-wq¥Ye>e o x EALB s-g< x

%«é E>0. RIY‘ C@(M&éc"rl‘.}a'[{dh C(Cfvcc &S £hd( &brﬂ‘ef Aufg

P eyiske [& &4 lt,{géuM~e<q
b CR fnfB—8<l>

O’\ '}Ycu l-e_ GQCLA.)( (WAN

¥ S:Wfﬂ,' X = a €A < AUR
Y S:&\P% DC:LGBC_A-UB

312
T A+R-= {od,)/ (O,L)GAXB}

= {Dcéﬂ% H(a./é) cAxR x=oat b}

™~

N o hons 5:&7}7/4+PTB_ /‘17 g= }?[AfB)
e A=]o 11 B=[% 74]
LadA4
A+8 = 1arb {gosbs 11}
= [76, 32]
D Avec A de fotion

S ore. A+ R On =« U“C‘A/ a S&FA‘
o LeB b < el

done ¥ b NhEB aths nphtapl= wp(htB)
e yoc €EALR x <58



- oot MQJ'Q de A»—\—B osk > X—T)CAJ('@)
&:& N o 'uad'o de A+R.

e ﬁdc[w. \7‘&6@ VheR atb £ M
o Yalf WHEB a £M-b
3 VheB, Yu€A o £ I-b
e YbER 16 é[MJ’o; Af
dae YHEBH-L > oy A

e LhER bg M- supA

o M-SopA majore B

Jonc M- apH > +~pB
hae 712 syA *SUFB
e

vp (A+8)
‘ M&‘\'E 2 ) < /Q’V‘e( ~Q€‘ E h
A+ B % fc(ew\

- S (\»cz}om
g ¥e»Q e BB s—edx
rer C@V“Cé?’/saﬁﬂn “cvec /é:g £

V£>O/ Ja €4 &bfﬂ—&‘ la k)
Verg ThEB spBoe<b R (R

Sl €30 DQ/) o) @ existe w €4 5up;4—-§<q
Jup 04%), (0 oife bEB, supB- £<k



Var Somwe Bo?ll-k- 9UPB - € (\f:ib
cAtB



EXMR

3/3
Asup A s A>»0
Hc\ 5%)(7\A)= O si A=0
Ainf A sinon
Jl‘_“_wi (120):
AA = 0A = {o}-
Sup {0& = mF {0}= MN{O} = "‘“‘“{0}«-0.
Ze\ca.s (A>0):
far Lo cavacterisedion avec .,Qo.g E.
On  veut

1&)?1\ majore () |
Veyo, Ju€ M AswpA-g o (kK)

w‘(x)- Sot x € AA. Alasi Rexiste ath tq x=Aa.
SuP A MQ\)%A done a & SU{)A
donc N £ AsopA

e & £ iSuPA

Mg %), Sot €7 0.
ﬁlr curu.J-érigmliom L\cwec (J)% ¢ "/ V;_>q f]u;EA/ SUPA - < G



erﬁ(.uﬁwim r@w 54 o ; 720

P exisle a €A &»JL{UQ sop A ;:Z( ia
’KbuPA ~'1§-\«(’)uf

Oo\ [7s ’).,>(J “-OWL

e Nsoph -~ € < Aa

'3C (os (1 < O)
AVeg Le di(’lm‘h'on. On veut rq

Ak A r«ujore. A (%)
NV M € majos ('/\A)} WiaFA < M (k%)

®. Set+ «=XA As (@ exrle o EA “l x="la

inf A minore A dow ¢ a> iafFA
On o N<O dowe Ao £XinFA

le & < XinFA

()E*), St M € Mu')os (IKA)
Ans:, \dl"elA, <M.
inf A = mn(mnos A)
le Yy € minos A m £inf A

e Ym € ninos A Am = NinfA (%K)
Posons mz% w 170. Ot a M=Am.
Alors Na € 2A

Mﬂ ’MEMMOSA. 50& C\GA
done o &M



M

e dy==m @ ALO

>’l

Athéf m &€ mnos A

D(a()V‘Q\s @ﬁ’k’f) on a douc Im >NinfA e M2 }\M@A
GIA] A= {5nes, nelN}. Seit né€ M.

L"ﬂ+§ = ("V\.‘\—é"i__ /{
nt+3 Tt 2 an+3
A |
2 e D oo el
€T Pl an

nfF A =unfu= U par croissance
soph = spu = P U dapds e TUM
=2

\A/C_ C:= {(os(x)2+wsx, xéﬁ?}.

No tons ][ 1= ((05\2+ oS .

7[ esk d»eV(V(cé/e ur [R (ome l)rO(éu,/‘ Q/ Sompe ﬁle %ﬂhc (N
JQY/VQWa

f = =2 @s-Sin—%n
— (Sm o 2id + SIn)
= »(Z'Sm o@td)- §05 oZle)



P&
@Glf‘o K ;
Sm? . 4 4) (q: 2
1IN Peg- YL
{(0) =2 - o /—rz
) HZ‘;‘(‘:):'% ' ba
o bla bl bl

{ ar

2T~ peri
[)enod(?ve d
' donc

f>uFC=8u5>§=Z
\U\s,tg-,.\n?{: ‘
4



(5] " ’
= =0

=é0(2) 2 W%\Fg (4+ (- 1)1@)

Ror £ iwPac (1+(2)%)=0.

o (200" (2= 2.5 (3) 2 o
c2IN

Ans; (2443)"+ (2-13)" € 2N

O (2-B)"<4  car 0 2-43<A

[2+43)"< (2-43) "y (26NN < A + (24 43)"
A= (2+43)"+ (2-43)"

On o [74M3)"< A o A-1¢ (2443)"
done A-1 & (2443)"< A,

Cov e de L]

| (2443)" ] =A-1 € 2N+1

(2 + /\]_i)n-\- (2—1['5)“ 282(.2)\@@2"-’&-{—@2(5) (-1/?)82



[@:{ 30(“' x € R So"é n e /N* er derﬂ}/'&bn de Z..//
On o povr fout 4 € [[4, n |
lhx-1 < LZ#ZJ < 2Bx

Rarr Som pouy ngffcmf de 1 a n

Zzex 1< Z | 282 | £ Zzéx

n € N* dowe M2 D0 dou :

4 LN PERD

anZ(Mx :/)<}z2 Z J\nné Az o
@(%ZZ‘QX)—./_/( Un <f§214>c /m;[& ".Z,“ta.r//e




Lycée Alphonse Daudet — MPSI Année 2020-2021 — Exercices

TOPOLOGIE

Exercice 7.

Une partie O de R est appelée un ouvert lorsqu’on a Vo € O, 3¢ > 0, |z — ¢,z 4 £[C O et un fermé lorsque c’est le
complémentaire d’un ouvert (c’est-a-dire, de fagon équivalente, lorsque son complémentaire est ouvert).

1. Montrer qu’une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert.

2. Montrer qu’une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

3. Une intersection infinie d’ouverts est-elle nécessairement un ouvert ?
4

. Que dire des fermés?

Exercice 8.

Si P est une partie dense de R, montrer qu’entre deux réels distincts il existe toujours une infinité d’éléments de P.

Exercice 9. Intervalles

On suppose que [ et J sont deux intervalles.
1. Montrer que I N J est un intervalle.
2. Montrer que I +J = {i+j, (i,5) € I x J} est un intervalle.
3. Montrer que I -J = {ij, (i,7) € I x J} est un intervalle.

Pour les questions 2. et 3., on pourra distinguer 100 cas mais n’en traiter qu’un seul 4 condition qu’il soit représentatif.
Ce n’est pas une blague mais ce n’est pas la seule fagon de faire.

Exercice 10. Théoréme du point fixe de Tarski.
Soit f :]0,1] — [0,1] croissante (attention, on ne suppose pas que f est continue!).

On appelle point fixe de f un réel xg tel que f(zo) = zp.
1. Faire un dessin avec une fonction f discontinue (mais convenable).

2. Montrer que 'ensemble A = {z € [0,1], f(z) < z} a une borne inférieure a. Compéter votre dessin avec A et a.

Montrer que « est un point fixe de f.

3. Montrer que 'ensemble B = {z € [0,1], f(z) > «} a une borne supérieure 5. Compéter votre dessin avec B et (.
Montrer que 3 est un point fixe de f.

4. En déduire que toute application croissante de [0, 1] dans [0, 1] a un plus grand et un plus petit points fixes.

Remarque : cet exercice a une généralisation importante en informatique théorique qui est que toute application d’un
treillis complet dans lui-méme a toujours un plus grand et un plus petit points fixes. Pour en savoir plus, on pourra
traiter le DC1.

Enoncé disponible 4 1’adresse suivante : http://mpsi.daudet.free.fr/.

N’hésitez pas & me poser tout type de question sur un point qui ne vous parait pas clair par mail & I’adresse abbrug@gmail.com.


http://mpsi.daudet.free.fr/maths/index.html
mailto:abbrug@gmail.com?subject=[MPSI] Question sur [...]
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Corrigé du dernier exercice

Exercice 10. Théoréeme du point fixe de Tarski.
Soit f :[0,1] — [0, 1] croissante.
2. Montrer que A = {z € [0,1], f(x) < 2} a une borne inférieure «. Montrer que « est un point fixe de f.

A CR car A C [0,1] par définition ;
On a :{ A est minorée car A C [0, 1] par définition, donc 0 minore A; .
A est non vide car f(1) € [0,1] donc f(1) <1 i.e 1€ A.
D’aprés la propriété de la borne inférieure, A a une borne inférieure .

Montrons que « est un point fixe de f. Pour commencer il faut que « soit bien dans le domaine de défini-
tion [0,1] de f. C’est immeédiat : 0 minore A et « est le plus grand des minorants de A, donc on a 0 < «a. De
méme, 1 appartient & A et « est un minorant de A donc on a a < 1. Reste a voir qu’on a f(a) = « et on va
procéder par antisymétrie.

On sait que a minore A donc pour tout x dans A on a a < z. Utilisons ’hypothése : f est croissante. Donc pour
tout « dans A, f(«) < f(z). Mais par définition, pour tout = dans A, on a f(x) < x. Donc par transitivité, pour
tout = dans A on a f(a) < z. Autrement dit f(a) est un minorant de A aussi.

Mais comme « est le plus grand des minorants de A, on a m.

Puis par croissance on a : f(f(«)) < f(a) et donc f(a) € A, et comme o minore A on en déduit m.
Remarquez que j’ai écrit une ligne et que c’est ici que Meignan utilise les € ce qui lui en prend quatre ou cing.

Par antisymétrie comme promis : f(«) = «, autrement dit « est un point fixe de f.

3. Montrer que B = {z € [0,1], f(z) > z} a une borne supérieure 3. Montrer que S est un point fixe de f.

Pareil. Je rédige un peu différemment (mieux?) :

a. On veut montrer que B = {x € [0,1], « < f(x)} a une borne supérieure (.
e Par définition, on a f(0) € [0,1] et donc f(0) > 0, c’est-a-dire 0 € B. B est donc non vide.
e De plus, on a B C [0,1] par définition. En particulier 1 majore B.
e B est une partie non vide est majorée de R, elle a donc une borne supérieure .

b. Montrons qu’on a bien 3 € [0, 1].
e On a vu que 1 majore B et (3 est le plus petit des majorants de B, donc 5 < 1.
e On a vu que 0 appartient & B et 8 est un majorants d B, donc 5 > 0.

c. Montrons que f(f) est un majorant de B.
Soit = € A.
e Par définition de B, on a donc = < f(x).
e o étant la borne supérieure de B, c’est en particulier un majorant de A, on a donc z < a.
e Par croissance de f, on a donc f(z) < f(B).
e Par transitivité, on a finalement = < f(3).

Ceci étant vrai pour tout élément x de B, on a bien montré que f(5) majore B.

d. Montrons qu'on a a < f(3).
[ est la borne supérieure, c’est-a-dire le plus petit des majorants de B. En particulier, 8 est plus petit que
f(B) puisqu’on a vu que f(/3) est un majorant de B.

e. On vient de voir qu'on a 8 < f(8). Par croissance de f on a donc f(8) < f(f(8)) c’est-a-dire f(8) € B. Et
du coup, f étant un majorant de B, et f(/) un élément de A, on a évidemment f(5) < .

f. On a vu qu'on avait 5 < f(B8) et f(8) < S : par antisymétrie, on a donc f(8) = f, c’est-a-dire que
[ est un point fixe de f
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4. En déduire que toute application croissante de [0, 1] dans [0, 1] a un plus grand et un plus petit points fixes.

Montrons que « est le plus petit point fixe et 5 le plus grand point fixe de f.
On a déja vu que c’étaient des points fixes.
Soit v un point fixe.

On a f(v) = v donc en particulier f(y) < v et donc v € A et donc « puisque « minore A.

< <7
On a f(v) = v donc en particulier f(y) > v et donc v € B et donc 8 > v puisque § majore B.

D’ou le résultat.

Enoncé disponible 4 1’adresse suivante : http://mpsi.daudet.free.fr/.

N’hésitez pas & me poser tout type de question sur un point qui ne vous parait pas clair par mail & I’adresse abbrug@gmail.com.
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