
IR

notivatn Il existe des gtes geomé triques non rationnelles

solutn On “ rajoute les bornes supérieures" on prolonge

canoniquement +, X, S

coût R n'est pas de nombrable (“il y a beaucoup plus de

que de rationnels ")

reels

I Borne supérieure et applications

1

Définition axiomatique de R

def théorème aednis

Il existe un ensemble IR muni d'opérations +, X et d'un ordine

< tel

que

1 Qc R et +, x, = prolongeant les operations homonymes sur

2 (R, +,x) est un

cor

corps

(R+,x) est un groupe commutatif

EXERI{of, x a un symétrique pour x: 1 / 2

3 < compatible à la structure de corps de IR

On peut sommer et multiplier par un positif une inégalité

4 R vérifie la ppté de la borne supérieure

Toute partie non-vide et mujorée de la

sup

(plus petit des mujo)

une borne

dans R



2 Applications immédiates

the propriété de la borne inf

Toute partie non-vice et minorée de R a une inf dans IR

dem Soit ACR tq {A+ 0 (*)

A minone è (**)

Notons B l'ensemble des minorants de A

Meth 1

On a

B+ Ø d'après (**)

B majorée d'après (*)

D'après la ppte de la borne

sup, B a une borne

a une borne Supérieure b

par

l'absurde. Supp b&B

My DEB

Ans: b n'est pas un minorant de A

Donc il existe a EA

ta

b> a.

Soit B E B ie ß est un minorant de A

ie EXCEA, ßEX

En particulier ß ça

Done

B

majone B

Donc bs

a

Ansi

BEB

donc b=max

B

{

b = sup B

done b= infA

Meth 2) Notons B-A

SB 70 car A #0 ((*))

On a {B mejorée car A minorée ((**)



En effet A# 0 done il existe a EA et on a donc le

at B

De nêne A eat minoree clonc il existe un E R tq Yu EA, msa

donc Vat A, - ne-a

ie WbEB, -m ? b

- nu minore B

donc

-b

b

A

B

Montrou

-b =

= infa

que

H0 bit

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

e -b est le plus grand des minorunts

de A

majorant de B

y Eb

• C'est un minorant

car b est un

ie tye B

ie VXEA, -x<b

ie vxt Axib

ie -b minore A

C'est le plus grand des Minorants de A

b est le plus petit des majorants de B

car

Soit m

un minorant de A

Alors

m.

est un

majorent de B

-

in z b

conc

donc mc-b

D'ou b=sup

A

thm caracterisation des sup avec &

E

Soit ACR et S EIR.



Is majone A

S = sup A A

IVE>o, JaEA, S-Eca

dem

→: Supp s = sup A

Is majone

A

i

VM € {majos de A}

, SSM

Mq Vexo, Ja EA, s-E<a par contraposition cost mieux

askip

Soit E >0.

fs-Ecs

<s-E $ {majos de A}

Is = min {majos de A}

Autrement dit soe n'est pas un majo de A:

(Hat A, a 55-€) ie Jat A, a > 5-€

s majone A

F: Supp {ve

Mq s= sup A

VE >0, FaEA, s-E<a

s mujore A

(par hypothese

{UME {majos de A) SEM

de A. Mq SEM

par

l'absurde Supp 5>M

E:= 5-M. On a bien >0.

Sper hypothese, il existe at A tq seca

Img (Manjone A)

(=S-E

y'a lu même avec les bornes inf

ie

Sait M an mujo



3 Applications aux suites

than TLM is the one ne sur les limites les suites monotones

1 Toute suite croissante et mujoree converge vers son sup

VUENN, ut= (N,N) ~ a majorée u too sup u

2. Toute suite décroissante et minorée converge vers son inf

VRENN, UEZ (IN, N) ^ a minoree u too

infra

sup

(reap.

IN

rpl La bonne superieure (resp. interieure) d'une suite est le

int) de l'ensemble de ses valeurs

VUER, (supu

(sup u = sup {un, nell}

linfre= inf{un, ne IN}

rol une suite e converge vers

e signifie:

Hero, 31.€ IN, Vn>no, Un € ]l-E, I+€ [

dem

1

Soit u € (IN, R) une suite majonee

M

S+E

sup ze

S-E

no



Notons

Se Sop

Un et

ng IN

my

un

S

Soit E >

D'après la caructérisation

"aves des E" des bornes sup,

il existe a t {un, neN} tq soeca.

Par definition, il existe no E In tq a= uno

Soit

no, no

• Par croissance de re, Unz uno

s = sup Un done un siste

> s-e

MEIN

Ainsi

S-E < Un < S+E

Ainsi u converge vers

S

2 par raisonnement analogue :P

thm TLMO

Toute swite monotone & a une linite (el ou too)

rpl

1 un

7+00  HAER, Inge IN Vnz no, Un> A

n> +00

2 un

-00

00:

5VAER, Ino E IN, VnZno, Un <A

n> to

linite to

dem

1 Mq toute seite croissante non-majonee a pour

Soit u € < (IN, IR) non-majorée, le 7 (MER, Hnein, Un SM)

YMER 2nEIN, 2n>M (*)

tie Vue 2(IN, IR) U2 (IN, R)

i



Soit AEIR D'après (*), il existe nell tq Ung>A

Sort n zno

Par croissance de u:

chanc

Unz uno > A

Un> A

II Partie entière - applications

1 Partie entière

than-def

Soil XER

Il existe un unique entier ne ZL tel que

n< <n+1

On t'appelle partie entière

par

défaut de x et on la note

[2]

n =



reng

1 Les inégalités Q xçnti

ie ree crivent the façon equivalentes

x-1< nga

2 On définit de nême la partie entiere pur exces de x

l'unique entrer in tel

que

n-1 < ocen

come

2n< <+1

On note 1x 7:

=n

eg

Lr2 = 1

[-] = 3 engineers be like

LC] = TT

[x] = 4

[V2] = 2

reing

XE IN X=[2] = [?]

dem Traitons le cas x 20

JA + Ø (cor OEA)

Notons A = {new, nex}.

Plagnis lu ppré ce lu borne

A najée por x dans R

sup

Au

borne

a une

Sup sis

Sup A



pas un

On a s-1<S

donc s 1 n'est

un major cant de A

donc il existe un élément no EA tq 3-1 < no

le sc not1

Ainsi JA est mujorée par not 1

€

A +

D'après

lu

Variante du bon ordre A a un plus grand ett ,

ny :=max A

notons-de

On

alat A donc

Mi sa

aja

ng+1 & A donc x < n2+1

par definition

d'ou l'existance.

Unicité Soient ne, hz te {h, = 221. On a

In, - Lx]

n, £xcn, ti

(*)

(**)

.-26 6

n2 = x <H2+1

-12-1 <-E-h2

(***)

no-n2-1 < 'O <n,- nett (*)+(***)

i

-1 <1, -12 1

E7L

donc ", -2=0 en,=h2



remy

C'est una lo que por aco, on pase A = {NEN, -x>n}

2 Carucheine Archinedien de IR

prop

d Anchine de

VEMO VA>0, In E IN, NE > A

petir grund

soit-il soit-il

Z

2409

O E 2€

A

dem

Posons ni-lê +1

-1<LÊTE

AC

On a

2

+1

net

2.E

Cor E >O

A < NE < Ate

3 Approximaetions décimales

eg To 73, 1415926

3,1415926 est une

approximation décimale de tu ă 107 près

je 1-3,14159261 < 107

def

m

Tok

On appelle nombre décimal un nombre de la forme

aree netL et BEN. On note ID l'ensemble des décimaux



reng

IDEO

egna ço

Supp FC D ie 45 m, &) E ZxIN

 3m = 10k. 1

in

tq

19

Il

TOR

31 10 = 1 ainsi

3^ TO

nok.

k

3m =

1 3110". 1

{3-108=1

3

"10k = 1 d'après le coroll de Bézout

311 d'apre's Gauss

ton

them-def Said ze R et ne IN. 3! JED, d<x<d+

d s'appelle d'approx décimale de clefant à 10h près

x

par

eg

3,1415926 est l'approximation decimale par de faut à 107 pres de

3

3,1415926 = Lopre

dem

107

a convient. * de x<dt

1

lon

10hd< 10" oc < 10ud + 1

A 10" d=210" x

x]

d = 110mx]

10"

I



III Topologie je R

1 Intervalle et convexité

clef

On appelle intervalle une partie de lR de l'une des 10 formes suivantes :

Soit asb

[a, b] = {x€ R, 45 x5 b} [a, +00[ = {XER, 22 a}

[a, b[ = {BER, a< x<b} Ja, +0o[ = {R,x=a}

ja, b]= {xe Ra( 3 4 5 } ]- b] - {*ER,b2x)

Ja, b[ = {zeiß acx<b} 1-4, b[ = (x+R,b>x}

Ø = { }

1-60, too [= R.

objectif Trouver une définition uniPicatrice.

idée Un intervalle est une partie "en un seul narceau"

1)

ie

pas un intervalle:

A

xc Zcy

EA

thm caractérisation des intervalles

Soit I E R

I est un intervalle (vx<ye I, VZER, X<<<y » ZEI)

dem

Supp I un intervalle

• Traitons le cas I =Ø. A lors Vezy € Ø, HZEIR x<<y>ZE I



I - [u, b)

Traitons le

Joit x cyti

Ainsi acaqb et acych

Soit z ER ty XL zcy

On

donc

asa et ac donc asz

par 1 de

par

co

De même zcy at gab donc Zcb

d'ou

atz<b donc ŽE I

•Les 8 uus vertunts de traitent de même, il suffit d'utiliser la 

3 Supp Vxzy E I, VZER, 2<z«y >> ZEI.

Traitons plusieurs

cus.

Le cas (I=0);

Alors I ach an intervalle

2 cous (I 70 et Imajé et 7 (I minore ))

I a donc une borne supérieure b.

.

TbEI I = ]-6, 6]

Mq

16€I = I=)-0, b

Supp beI

On a b mujore I donc I c ]-60, b[ (ie # les elt de I sent <b)

oil 6 - 8].

Si a = b alors X E I

Si rcs come I non minome il existe it I tqicx

icra

b = x€

par hypothèse

EI

EI



d'ai ]-« b] CI

Supposons bę I

b

najore

I donc IC]-00 b] et b¢ I Son. Ic)-, b[

Soit a EJ-o, b[

x<b qui est le min des

Mujo

de I donc a nest pas un rajo

On a

de I

que acß

pas

que acx

EI

E I

Il existe ß € I tel

De plus I n'est

minorée il existe at I tel

ona Q(xß, donc por hypothèse x6 I.

On a donc ]-00 b[ CI

3e cas ( I + Ø et majoré et winoré): idem

Le cas(17 % etuajoré et winone'))

borne

il existe b:= sup I

sup,

D'après la ppté de la borne

D'après la ppté de la bonne inf, il existe a := sup I

I

Supposons at I et bEI

majone I et b minore I donc Ic[a, b]

Sait a E [Q, b) si ac{u, b} rllors x E I

Sinon ucacbr dome por hypothese xt I

EY

ET



Supposons af I et b E I

a minone I I et b mujore I donc Ic [a b]

et u & I donc Ic]u, b]

Soit at Ju, b

si x-b alors ZEI

Siron a> a=inf I (clonc > du nax des mino)

clone x n'est

pus

unorant donc il existe ME I tel que M<x

donc par hypothese x EI.

1

M<x<b

ET

EI

D'au Ju, b] CI

Supposons u € I ct B&I: idem

Supposons u6 I et DEI

reagore

I donc Ic[ab

et at I et b& I donc IC Ja, bl

minore I et b

pas un

minorant de

x xa

· Soit x e ju bl

On a> a=inf I done x n'est

donc il existe at I tel

que

On

<< b = sup I Jonc a

n'est

donc il existe BEI tel

a

x <x<B

<3 clan

un na

Majorant de I

pas

que x <p

por hypothese z E I

<<

EI

E I

sé cous (I + 9 a majorié et 7 minorée):



Mon frons I - TR

· ICR car I 6 P(R) por hypothuise

Sait a ER.

donc x

I

I n'est sau majoré

lonc il existe ßt I tel

ie's

he majore pus

x

que

I

pad

I merr

pas minoré love x

ne minore

donc il excute at I tel que x>x

x x

<<x<ß donc

E I

d'ai R-

per hypo these XEI

EI

co

mission pressed on a une définition unificatrice

objectif #2 Trouver une définition unificatrice qui n'utilise pas ou

de façon moms for de mentale le relation d'artre (pour generaliser

à C)

t = 13

rema

Soient x, y, ZERR. et x = 4

x(Z<y oste[0, 1), z = (1-6)x+ ty

2

2x+y

X+?y

3

1th t

3x + y  x+y

x+3y y

t=1/4

t?y2

t=43/4

3

a



eef

rem

t'avantage de pouvoir se

Sorent ab ER

On appelle seguent [a,b] l'ensemble [a,b] = f(x-2)a +th, te[91

pour asb on trouve bien [ab] = {xER, a salb}

rema

Cette définition

généraliser à l'aures

espaces vectoriels de R

def

On appelle convexe de IR purtie de R C telleque

Yu, b EC, [ab] cc

rema

line

1 Dans PR, les convexes sont exactement les intervalles

2 On peut généralirer la notion à d'autres espaces vectoriels

eg

un dos que cost convexe dans e

C- exemple pacman n'est pas convexe



of d'intérêt EXMR #9

?

2

Pelmet de ne

Cees.

pas



2 Densité

idee

.

D

" D est dense Vans IR“ signifie que l'on peut approcher tout reel

aussi precise ment que voulu

élement de D

par

PXER, VE>9, 30€ D1x-1|< €

Va ER, HE70, JdED, JE ]x-€; x+€ [

HxER HE>o, Dn] - €, x+E[ + Ø

eg

• Z

n'est

1o

.

{1} n'est pas dense

Vpe P(R) #PEN n'est pas dense

pas

dense

FXER, JE>g 7 n ]X-E; x+EL

Posons (x = =

Ona zn]x-E,x+£[ = Zn] L=0

LE

RIZ est dense.

Soit ac ER. Soit e>o.

Treirans deux cas .

1 er cas (x¢72):

Posons d = € IRIZ

On

bien lxc-d] =OTE

ze cas (x E7L):

Truitcans deux CYKA.

ter CYMA E ZIN*)

Posons d = x+ {ER-Z ir Ef Zin*

1x-d/= ECE

Le CYKA(EEZINA

|



<&

Posons d :=x+ / ER\7

12-d1 = < <

car E E 2N*

objectif

Mq Det Q sont denses duns IR

remo

D lente dems IR ssi VxER, EIN DO]x-, eta [+$

dem

3 En particulier E = h

E Par caructère urchinédien de R!

an

supp FX ER, VnEIN*, Dr J x - 7 x + 1 / 2 [70

Sorent" rER et E >O.

Par caructère Arhinédien

, il existe n EN tel que

n&> 1

ie 114 CE

Dn] x- x+ [ to

→ Dr]x - 1 h , xxl [ c Dn]x-E, xte[

KE

= Dola-& x+E [ € 0

them caractérisation

l'ordre

par

D denie duns IR farbER, I dED, ac dcb

ir

dem

3 Supp D dense clears R ie #XEIR, HE>o, dd ED"]X-E, X+€ [+ Ø

Sorent a, b ER

sa=X-8

La définition de la densité donne

) > 0

1b = X+E

qu'il existe BED tq de]X-E, X+6 [ie SED »]X-E, X+EL

Pour &X= atb

On a

le= (2-3



i SED et u=X-E<6<X+e=b

Posons des

On a Sien de D et aadab

F: Supp kach, I dED, ac deb (*)

Sat XER et E > 0

1-X- €

Pour

b = X+ €

(*) donne qu'il existe de D ty X-t=a <c<b=X+€

Posons d=d. On a bien de Dn]X-E, X+E[

thm caracterisation sequentielle de la densité

D dense dans R

*HXER, Iu ED", uno

N

C

dem

u

x

od

que

6: Supp VeeIR JUEDu * (*)

Scient i ER, E>O

D'agne's Gt) il existe une suite UE DN telle

ie 1920, Ino€ IN, Hn2 no, x-7< Un <x+n

Pour n= E, on obtient no EN tel

=

que

4n? no, x-E<Un <x+E

En particulier Une Da]x-E, x+E[

Supp D dense dans R. Soit x ER

Par densité te>0,30 € Dn) t-€, ++€ [

>



thm

1 D est dense dans R

2 D est dense dans R

3 RIQ est dense dans IR

dem

IN

1 On utilise la caractérisation séquentielle

Soit xER.

On pose 2 € D la suite des approximations decimales

par défaut de x

.

(10^c]

1u = n +

1on

eg

U

, = 3 = 1

LOT]

U2 = 3,1

913 = 3,14

LIOon]

10

100

Pour tout nEIN, on a:

10^X-1 < 10^«] < 10".

6

X -

in an < Un sx

I

 OC

D'apre's le Td G Un 2



2 Dell

Soit x E R. La suite u definie

donc dans R, et elle conver

converge

definie en

1 est

est u valeurs dans D

ver's 2

3 On utilise lu caractérisation sequentielle

Soit xER

.

Traitons deux cas.

ter

cus

(xeQ):

On

v2

Ui-n>X +

pose

non

uz

10

& Q

& Q et 1 one Qt donc

donc (z toho RIQ

U E (RIQ) et u

8

2e cus (x & Q):

IN

On

et u

x

pose u:=NHIE (RICO

continuité

pur

de na lol

rema

On a même montré

que pour

pour tout il existe une suite croissante

de limite x.

Iron x]

De même,

est une suite décroissante de

limite x.

IN

ED

n

ton



3 Droite reelle achevée

def

On appelle droite relle achevée l'ensemble

R = Ru{-09 +00}

= [-0 +0

et too sont des symboles

on'

-

def

La relation d'ordre sur IR

Soient ab ER

Se

prolonge naturellement à R.

a<b clans R ssi asb dans R

a, b < + oo

-~ <a, b

~ <+

rem

Jans R, toute partie

line

a

borne

sup

et une borne of

eg

R

s to

inf R = -00

sup

IR

-

= to

sup

inf

IR

IR

opp

Pour D:= antak...+qX+20. deg P = sup {ne in un to}

bien deg (0) = -0

On a

=



def

prolonge naturellement mais

Les opérations (+,-,\, ) sur IR se

partiellement à Ř

eg

Pour a ER,

u + (500) = 1.00

(700)

a

FOO

Mais too + (-00) n'est

pus

défini

•

Pour a ER, ax(+2) = sgn(a) co

Muis Ox(+60) n'est pas défini

very

trist

much sud :(

J


