Lycée Alphonse Daudet — MPSI Année 2020-2021 — Exercices

[L’EQUATION DU SECOND DEGRE DANS (C]

Exercice 1. Equations.
1. Résoudre I’équation 22 — 6iz — 6 + 4i = 0.
2. Existe-t-il deux nombres complexes z; et z5 tels que z1 + 20 = 3+ 2i et 2120 = 5+1?7 Indication : deux nombres
de somme S et de produit P sont...? Remarque : essayez de répondre a la question posée et pas & une autre.

Exercice 2. Factorisations (annale CCINP, mais guidée).
1. Décomposer en irréductibles dans C[X] : X2 — 2cos(0)X + 1.
2. En déduire la décomposition en irréductibles dans C[X] de X2 — 2cos(6)X™ + 1.
3. En déduire la décomposition en irréductibles dans R[X] de X 2" — 2cos(0)X™ + 1.

[ENCORE QUELQUES CALCULS DANS C]

Exercice 3. On révise les formes exponentielles
21+ 29

Soient z1, zo € U tels que z129 # —1. Montrer qu'on a ————
1 + 2129

Exercice 4. Un peu d’arithmétique

Soit S = {n €N, 3(a,b) € Z*, n=a?+b?}. Montrer que S est stable par produit, i. e. V(m,n) € %, mn € S.
Remarque : on peut trés bien résoudre l’exercice sans nombre complexe mais il peut étre agréable de remarquer qu’un
élément de S est toujours le carré du module d’un nombre complexe bien choisi...

[NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE]

Exercice 5. Identité du parallélogramme
1. Etant donnés deux nombres complexes u et v, montrer qu’on a 2(|u|? + |v|?) = |u + v|? + |u — v|2.

2. Interprétation géométrique ?

Exercice 6. Similitudes
1. Que dire d’une similitude directe ¢ qui permute 1 et i (telle que ¢(1) =iet ¢(i) =1)7
2. Montrer le résultat suivant : une application de C dans C est une similitude directe si et seulement si elle préserve
les angles orientés et les rapports de distances.

{TOPOLOGIE DANS C.}

Exercice 7. Disques et demi-plan
1. Montrer qu’un disque ouvert est ouvert dans C.
2. Montrer qu'un disque fermé est fermé dans C.
3. Montrer qu'un disque est convexe.
4

. Montrer que {z € C, Re(z) > 0} est convexe et est un ouvert dans C.

Exercice 8. Quverts/fermés

Les résultats suivants ont été vus dans R. Restent-ils vrais dans C?

1. Une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert. Une intersection quelconque de fermés est un fermé.

2. Une intersection finie d’ouverts est un ouvert, mais une intersection infinie d’ouverts peut ne pas étre un ouvert.
Une réunion finie de fermés est un fermé, mais une réunion infinie de fermés peut ne pas étre un fermé.

Enoncé disponible & I’adresse suivante : http://mpsi.daudet.free.fr/.

N’hésitez pas & me poser tout type de question sur un point qui ne vous parait pas clair par mail a ’adresse abbrug@gmail.com.
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Correction de deux exercices

Exercice 4. Un peu d’arithmétique

Soient n et m deux entiers qui sont tous les deux la somme de deux carrés. Montrer que mn est également la somme
de deux carrés.

Soit S = {n €N, J(a,b) €Z% n=a’®+ b2}. Montrer que S est stable par produit, i. e. V(m,n) € S?, mn € S.

Remarque : on peut trés bien résoudre l’exercice sans nombre complexe mais il peut étre agréable de remarquer qu’un
élément de S est toujours le carré du module d’un nombre complexe bien choisi...

Soient m, n € S. Comme n est la somme de deux carrés d’entiers, il existe a € Z et b € Z tels que n = a®+b? = |a+ib|>.
De méme il existe ¢ € Z et d € Z tels que m = ¢* + d* = |c + id|%.
Par suite on a mn = |a +1b|?|c +id|? = |(a +ib)(c +id)|> = |(ac — bd) +i(ad + bc)|?, d’ott mn = (ac — bd)? + (ad + bc)?,

ce qui prouve que mn est somme de deux carrés.

Exercice 5. Identité du parallélogramme
1. Etant donnés deux nombres complexes u et v, montrer qu’on a 2(|u|? + |[v|?) = |u + v|? + |u — v|?.

2. Interprétation géométrique ?

Notons u = a +ib et v = x + iy.
Ona2(|ul+ ) =2+ +22+y*) =(a+z)?’+ (a+y)+(a—2)?+(b—y)? =|ut+v]®+ Ju—v%

Interprétation géométrique : dans un parallélogramme, la somme des carrés des longueurs des 4 cotés est égale a la
somme des longueurs des carrés des diagonales.

Exercice 6. Similitudes

1. Que dire d’une similitude directe ¢ qui permute 1 et i (telle que ¢(1) =iet ¢(i) =1)7

at+b=1

On cherche ¢ telle que { ¢(1)_:11 Il existe a et b tells que ¢ = z — az + b. Le systéme s’écrit { aitbh=1

#(i)
U de C Joa=-1
n COup e ramer : b _ 1 + 1

1 i
En utilisant la technique de décomposition vue en cours : ¢ est la symétrie de centre 3 + 5

2. Montrer le résultat suivant : une application de C dans C est une similitude directe si et seulement si elle préserve
les angles orientés et les rapports de distances.

Soit ® = 2z — az + b une similitude directe.

za) — o(z aza — az ZA— 2
Alors pour tous z4, zp, zc, zp € C avec z¢ # zp on a $(z4) = 9(zp) = =4 B _ A8

¢(2¢c) — ¢(2p) azc—azp 2o —2p
En particulier les modules sont égaux donc les rapports de distances sont préservés, et les arguments sont égaux

donc les angles orientés sont préservés.

Soit @ qui préserve les angles orientés et les rapports de distances, donc telle que :
¢(24) = d(2B) _ za—2B

#(2c) — ¢(2p)  2c —2p

Soit z€ C. On prend 24 =z, 2z = 2p =0, z¢c = 1.

¢(Z)_¢(O) =z € onc Z)=az en notant a = - € -
Onam— t donc ¢(2) +b tant a = (1) — #(0) et b= $(0).

On aurait aussi pu faire par Analyse-synthése.

Vza,2B,2c # z2p € C,
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3. Montrer qu’un disque est convexe.

4. Montrer que {z € C, Re(z) > 0} est convexe et est un ouvert dans C.
1, 3 et 4 : par inégalité triangulaire. 2 : par inégalité triangulaire renversée. On a détaillé 1 en séance, détaillons ici 3
(pour 2 et 4, en séance si vous étes sages).
Je fais par exemple Bf(wg, R), mais c’est la méme chose pour B,(wo, R)
Soient u, v € By(wg, R). On veut montrer [u,v] C By(wo, R), i.e. Vt € [0,1], (1 —t)u+tv € By(w, R).

Soit t € [0,1], ona: [(1-t)hut+tv—w| = |[1—-t)u+tv—((1-t)w+tw)| = [(1-t)(u—w)+t(v—w)| < (1 —t)|u—w|+tjv—w|
(par inégalité triangulaire et module d’un produit).

Ainsi |1 —tJu+tv—w| < (1 —t)R+tR=Ri.e. (1 —t)u+tv € By(w, R).



1841 O amet & V2é@38>9&2’e<@ |z-z'|<e22<0
Rigleo
Soik (O;)iér Une Blo&“e A uvev’cs HC\ U@ est ouver{e
Sot z e UG, ek gl 4 1660. Ona O

Cuvert  done ¢ oxste 0> 0 {q Pour toub z’eC/ [2-2'](&,
= 7€ G, *




Oﬁ o G%CU6

l€X
po’sonS e=€. Slz el h‘ \Z—ﬁ'l<£_
Durvés (%) ona 2'€ 6%
Dowe Z’ € tké)IOl pov @

872
::)H SF-\i:F(Fz)iQI we famle de /b'w,;
q €T 1 est %mg e ((EI ; et ouvert

On a C(xel: l) UCF

leT

Or Vi€L o Q)L*/@'ML

dowc VIEI F el euwvert

°P"“ 9/1, ILC)ICF- ol ewvert donc (ﬂ):) o apvet LM
/ orjan.



Exercice 8. Quverts/fermés

Je ne sais plus ce qu’on n’avait pas corrigé sur cet exercice.

1. Une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert. Une intersection quelconque de fermés est un fermé.

Le copié-collé c’est la vie. Soit (O;);ecs une famille d’ouverts. Soit « € |J O;. Par définition, il existe alors ig € T
i€l
tel que x € O,;,. Comme O;, est ouvert, il existe £ > 0 tel que B,(z,¢) C O;,. Par définition de la réunion on a
0;, € U 0O;. Par transitivité on a donc B,(z,¢) C |J O;. Et donc par définition, |J O; est un ouvert.
iel iel il

On en déduit qu’une intersection quelconque de fermés est un fermé par simple application de De Morgan :

soit (F;)icr une famille de fermés. La famille (°F;);cr est une famille d’ouverts donc |J °F; est ouvert, donc
iel

C( U C.E-) est fermée. Et d’apreés les lois de De Morgan on a ( U C]-"i) =N <“F =N Fi

i€l il iel iel

2. Une intersection finie d’ouverts est un ouvert, mais une intersection infinie d’ouverts peut ne pas étre un ouvert.
Une réunion finie de fermés est un fermé, mais une réunion infinie de fermés peut ne pas étre un fermé.

Soit (Os)ieq1,....ny une famille finie d’ouverts. Soit = € () O;.

=1
Par définition on a Vi € {1,...,n}, z € O,.
Pour tout 7 € {1,...,n}, comme O; est ouvert, il existe £; > 0 tel que B,(z,&;) C O;.
Posons e = min(ey,...,&,). Ce min existe car {e1,...,&,} est un ensemble fini, hypothése qui est donc essentielle.

Ona:Vie{l,...,n}, e<g doncVie{l,...,n}, By(x,e) C By(x,&;) C O,.

Par définition de l'intersection on a donc B,(x,¢) C () O;.
i=1

On en déduit qu’une réunion finie de fermés est un fermé par simple application des lois de De Morgan : soit

(Fi)ieq1,...,ny une famille finie de fermés. Ainsi la famille (°F;);c(1,... .ny est une famille finie d’ouverts donc (] “F;

i=1
n n n n
est ouvert, donc ( N C}'l-) est fermé. Et d’apreés les lois de De Morgan on a ( N C]-}-) =N°F=NF.
i=1 i=1 i=1 i=1
Les contre-exemples : (), oy Bo(0, ) = {0} n’est pas un ouvert, |, cy- “Bo(0, =) = C* n’est pas un fermé.



