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�� �������� ���������� z2 − 6i z − 6 + 4i = 0�

�� ����������� ���� ������� ��������� z1 �� z2 ���� ��� z1 + z2 = 3+ 2i �� z1z2 = 5+ i � ���������� � ���� �������
�� ����� S �� �� ������� P ������� � �������� � ������� �� �������� � �� �������� ����� �� ��� � ��� ������

�������� �� �������������� ������� ������ ���� ��������

�� ���������� �� ������������� ���� C[X] � X2 − 2 cos(θ)X + 1�

�� �� ������� �� ������������� �� ������������� ���� C[X] �� X2n − 2 cos(θ)Xn + 1�

�� �� ������� �� ������������� �� ������������� ���� R[X] �� X2n − 2 cos(θ)Xn + 1�

✞✝ ☎✆������ �������� ������� ���� C

�������� �� �� ������ ��� ������ ��������������

������ z1, z2 ∈ U ���� ��� z1z2 �= −1� ������� ����� �
z1 + z2
1 + z1z2

∈ R�

�������� �� �� ��� ��������������
���� S =

�
n ∈ N, ∃(a, b) ∈ Z2, n = a2 + b2

�
� ������� ��� S ��� ������ ��� �������� �� �� ∀(m,n) ∈ S2, mn ∈ S�

�������� � �� ���� ���� ���� �������� ���������� ���� ������ �������� ���� �� ���� ���� �������� �� ��������� �����
������� �� S ��� �������� �� ����� �� ������ ���� ������ �������� ���� ���������

✄✂ �✁������� ��������� �� ���������

�������� �� �������� �� ���������������

�� ����� ������ ���� ������� ��������� u �� v� ������� ����� � 2(|u|2 + |v|2) = |u+ v|2 + |u− v|2�
�� �������������� ����������� �

�������� �� �����������

�� ��� ���� ����� ���������� ������� φ ��� ������� 1 �� i ������ ��� φ(1) = i �� φ(i) = 1� �

�� ������� �� �������� ������� � ��� ����������� �� C ���� C ��� ��� ���������� ������� �� �� ��������� �� ���� ��������
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2 Res Ims

11

1/11 z-biz-6+42=0

A=-12-16 i

Reid? + Im [8]* = 181=184 = 141 = 20 (2)

Re (81- Im (S = -12

(2)

-16

(3)

Analyse

Treld)- Iu (8)=-12

( Re8= 22

Re (2124 Jun (6;  = 20

Im S=+4

Synthèse

pour S=2+ 4i: 2Re Sims 7-16

pour

8=-2-12: ?Res In S + -16

poor

f = -2+42 : 2Re s Im S=16

pour

8=2-42: 2Re & Im S = -76

donc les solutions sont

6i+4i-2 6:+2-42

2-4

5:-1, it 1

(1/2 2 nombres de sclue S et de produit P sont les reaches du

polyiême X? 5%. +

Z, Z = 5+

ZZ, +Z2 = 3+2i

Ez, ez, solutions de 2-(3+2ilz +5+2=0

A-6-3-201-415 +i)=-1578



|-15+ 8i1 = (-15)?ge's 17

la?+h?= 17

a=1

q?-b2 = -15 Ø <b>= 16

Zub :8

lub=4

a

(4,5) = (1,4) convient

s=1+42 convient

3+ 24 +1+41

Z,

Za

11

- 2+ 32

2

3+22-1-42 = 1-2

2

conviennent



d'où de Do (w, R) est ouvert

211

X? – 2cos X + 4 = 0

A = 4 cos(O)2-4 = 4(cos (O)?- 1)

= 4(-sin (0)?)

X2,2 = 263€ i 2sing = cose + isne = €

dai x?-2cose X + 1 = (x-2)(x-70)

ti

212

(X"-e (x"-29)=x2-2c5€ x + +

Factori sons xn-eie

en trouvent ses racines.

Une racine est z EC tel

que

Z"_pio = 0

il

ez" = e

il

Notons Z = ré

r=1

In 4 = 0 [27]

8 teha [?]

Les racines sont les eile +2kt)

avec telon



n-1

n-1

k

d'ou X"-219-IT (X-4G ** CAM)

de nêne, X"eco 11 (x-eil et kesy)

IT(X=2148-45)

x22cs@X"+ 1 - it ix-e14-day x-et 2435)

k =



3

2,7, +1] → 131-12-1

alone il exisle Oy, O ER tq

piti

(Z, := e

Z

ity

io

iO2

Z+Z

+ e

1+ Z, Zz

1+ : to)

leilematon 21059) (

,

il0e

leil,7441 61972)

24+ 119.5%) ilote)

11

2 cos(Grey)

=

2 Cos (0,762)

811

ER

o avert VzEO, 3£>0. VZ'ET, 17-z'KE=='60

Polzelco

Soit (Oidiet une famille d'ouverts. Ma voi est ouverte

Soit ze voi. Il existe įE I tq ze Oia. On a Oil

cuvert donc il existe &> 0 tq pour tout z e C, Iz-zk Eo

→ Z'e Olio (*)

IEI

LEI
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������ n �� m ���� ������� ��� ���� ���� ��� ���� �� ����� �� ���� ������� ������� ��� mn ��� ��������� �� �����
�� ���� �������

���� S =
�
n ∈ N, ∃(a, b) ∈ Z2, n = a2 + b2

�
� ������� ��� S ��� ������ ��� �������� �� �� ∀(m,n) ∈ S2, mn ∈ S�

�������� � �� ���� ���� ���� �������� ���������� ���� ������ �������� ���� �� ���� ���� �������� �� ��������� �����
������� �� S ��� �������� �� ����� �� ������ ���� ������ �������� ���� ���������

������ m� n ∈ S� ����� n ��� �� ����� �� ���� ������ ���������� �� ������ a ∈ Z �� b ∈ Z ���� ��� n = a2+b2 = |a+ib|2�
�� ���� �� ������ c ∈ Z �� d ∈ Z ���� ��� m = c2 + d2 = |c+ id|2�
��� ����� �� � mn = |a+ ib|2|c+ id|2 = |(a+ ib)(c+ id)|2 = |(ac− bd) + i(ad+ bc)|2� ���� mn = (ac− bd)2 + (ad+ bc)2�

�� ��� ������ ��� mn ��� ����� �� ���� �������

�������� �� �������� �� ���������������

�� ����� ������ ���� ������� ��������� u �� v� ������� ����� � 2(|u|2 + |v|2) = |u+ v|2 + |u− v|2�
�� �������������� ����������� �

������ u = a+ ib �� v = x+ iy�

�� � 2(|u|2 + |v|2) = 2(a2 + b2 + x2 + y2) = (a+ x)2 + (a+ y)2 + (a− x)2 + (b− y)2 = |u+ v|2 + |u− v|2�
�������������� ����������� � ���� �� ���������������� �� ����� ��� ������ ��� ��������� ��� 4 ����� ��� ����� � ��
����� ��� ��������� ��� ������ ��� �����������

�������� �� �����������

�� ��� ���� ����� ���������� ������� φ ��� ������� 1 �� i ������ ��� φ(1) = i �� φ(i) = 1� �

�� ������� φ ����� ���

�
φ(1) = i
φ(i) = 1.

�� ������ a �� b ����� ��� φ = z �→ az + b� �� ������� �������

�
a+ b = i
ai + b = 1.

�� ���� �� ������ �

�
a = −1
b = 1 + i.

�� ��������� �� ��������� �� ������������� ��� �� ����� � φ ��� �� �������� �� ������
1

2
+

i

2
�

�� ������� �� �������� ������� � ��� ����������� �� C ���� C ��� ��� ���������� ������� �� �� ��������� �� ���� ��������
��� ������ �������� �� ��� �������� �� ����������

⇒ ���� Φ = z �→ az + b ��� ���������� ��������

����� ���� ���� zA, zB , zC , zD ∈ C ���� zC �= zD �� �
φ(zA)− φ(zB)

φ(zC)− φ(zD)
=

azA − azB
azC − azD

=
zA − zB
zC − zD

�

�� ����������� ��� ������� ���� ����� ���� ��� �������� �� ��������� ���� ���������� �� ��� ��������� ���� �����
���� ��� ������ �������� ���� ����������

⇐ ���� Φ ��� �������� ��� ������ �������� �� ��� �������� �� ���������� ���� ����� ��� �

∀zA, zB , zC �= zD ∈ C,
φ(zA)− φ(zB)

φ(zC)− φ(zD)
=

zA − zB
zC − zD

�

���� z ∈ C� �� ����� zA = z� zB = zD = 0� zC = 1�

�� �
φ(z)− φ(0)

φ(1)− φ(0)
= z �� ���� φ(z) = az + b �� ������ a = φ(1)− φ(0) �� b = φ(0)�

�� ������ ����� �� ����� ��� �����������������

�������� �� �������

�� ������� ����� ������ ������ ��� ������ ���� C�
�� ������� ����� ������ ����� ��� ����� ���� C�



612] Plus d'explications

C(C)

Yaneza

o

B(28)

Viang (28-ZA)

A(ZA)

ZB-ZA

Preserver les angles (2)

VZA, 78,74 € C, Arg (Z -Zr) – Arg (78-ZA)

= Arg (5(7c) - (ZA)) - Arg (s(78) – 5(54))

s2((2]

A VZA, ZB, ZLEC, Ang

Zi-ZA

Aug

s(Zc)-S(ZA)

s(ZB) -S(34)

Préserver les distances

V ZA, Z8 € C, 178-7a= |s(79) – S(ZA)

Prejerver les reepports de distances

Zc- ZA size) - S(ZA)

VZA, ZB, ZEC,

Zg-ZAI s(78) - SC ZA

Prererver (b) et (2):

(1)



7/1

ar

Considerons un disque cuvert Dolw, R)

Montrons qu'il est ouvert

Dolw. R) = {ZEC,17-WKR}

My VzED.(WR), JE>o, D. (z. E) c DowR)

Soit

ZE Do (w, R) ie Z est tel

|z-WKR

Posons {=R-17-w1 > 0

que

Sot d E Do (7, e) ie Id-zl<E

My de Dolw, R) ie | d-wl<R.

Id-w/= |d-z+Z-w/ <1d-Zl+ |zow/

|d- Z[< & donc ld-w/<E+|z-col

Or E=R-lz - wl d'où Id-w/<R-lz - wl+ | Z-w!<R

On a



d'où de Do (w, R) est ouvert
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X? – 2cos X + 4 = 0

A = 4 cos(O)2-4 = 4(cos (O)?- 1)

= 4(-sin (0)?)

X2,2 = 263€ i 2sing = cose + isne = €

dai x?-2cose X + 1 = (x-2)(x-70)

ti

212

(X"-e (x"-29)=x2-2c5€ x + +

Factori sons xn-eie

en trouvent ses racines.

Une racine est z EC tel

que

Z"_pio = 0

il

ez" = e

il

Notons Z = ré

r=1

In 4 = 0 [27]

8 teha [?]

Les racines sont les eile +2kt)

avec telon



ie VEA, ZB, ZEC,

Arg (Z - A) = Arg

) = Arg (s(71

4297026C,

ZB-ZA

Zc-ZA

S(E)-S(ZA)

s(78) – S(ZA)

s(Z) - S(ZA)

s(78) - S(ZA)

Zg - ZA

Zc-ZA

s(Ec) -s(ZA

s(ZR! - (ZA)

ZB-ZA

17/2] Soit Df (w,R) = {z€c, 17-00) < R} un disque feme.

Mq Df(w,R) est Penne in CDF (GR) est ouvert

DOLAE

DefwR)

co

E

A:

Soit & € Dt (WRie 16-w/>R

Posons & = 1X-WI-R >0.

Ma Docas E) c Dflw,R)

ie Vz€ D.(«, €)

, ZE Of(w,R)

Soit Z E Do (x, e) ie lz-x<E.

Mq2€ Pflw.rie -(17-w<R)

je 17-wl>R.



On a

i

ret ITR

vzt'EC, IZ-Z'1 ? ||Z1-12'll

IZ - «l< < = 17-w-R

17-wl = 1 *-*+x-61

2:= Ž -«

pose

2:a W-x

On a 12-21 >||21-12'11

I Z-wl > 11Z -xl-w-«ll

on

ie

(#)

-a <lz-wl-R car 17-w/-R=E

ie Z -~|-|Z-Col <-R

2 1.1

i ll Z -x|-|z-coll > R

IZ-w/>R

par

(*)

On a donc montré Dolx, E) C Pf(w, R)

Conclusion: D&(W, R) fermé

(T

avec

donc
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�� ������� ����� ������ ��� ��������

�� ������� ��� {z ∈ C, Re(z) > 0} ��� ������� �� ��� �� ������ ���� C�

�� � �� � � ��� ��������� ������������� � � ��� ��������� ������������ ���������� �� � �������� � �� ������� ���������� ��� �
����� � �� �� �� ������ �� ���� ���� �������

�� ���� ��� ������� Bf (ω0, R)� ���� ����� �� ���� ����� ���� Bo(ω0, R)

������ u� v ∈ Bf (ω0, R)� �� ���� ������� [u, v] ⊂ Bf (ω0, R)� �� �� ∀t ∈ [0, 1], (1− t)u+ tv ∈ Bf (ω, R)�

���� t ∈ [0, 1]� �� � � |(1−t)u+tv−ω| = |(1−t)u+tv−((1−t)ω+tω)| = |(1−t)(u−ω)+t(v−ω)| � (1−t)|u−ω|+t|v−ω|
���� ��������� ������������ �� ������ ���� ���������

����� |(1− t)u+ tv − ω| � (1− t)R+ tR = R �� �� (1− t)u+ tv ∈ Bf (ω, R)�

�������� �� ��������������

�� �� ���� ���� �� ����� ������� ��� ������� ��� ��� ���������

�� ��� ������� ���������� ��������� ��� �� ������� ��� ������������ ���������� �� ������ ��� �� ������

�� ����������� ����� �� ���� ���� (Oi)i∈I ��� ������� ���������� ���� x ∈ �
i∈I

Oi� ��� ���������� �� ������ ����� i0 ∈ I

��� ��� x ∈ Oi0 � ����� Oi0 ��� ������� �� ������ ε > 0 ��� ��� Bo(x, ε) ⊂ Oi0 � ��� ��������� �� �� ������� �� �

Oi0 ⊂ �
i∈I

Oi� ��� ������������ �� � ���� Bo(x, ε) ⊂
�
i∈I

Oi� �� ���� ��� ����������
�
i∈I

Oi ��� �� �������

�� �� ������ ������ ������������ ���������� �� ������ ��� �� ����� ��� ������ ����������� �� �� ������ �

���� (Fi)i∈I ��� ������� �� ������� �� ������� (cFi)i∈I ��� ��� ������� ��������� ����
�
i∈I

cFi ��� ������� ����

c
� �

i∈I

cFi

�
��� ������� �� ������� ��� ���� �� �� ������ �� �

c
� �

i∈I

cFi

�
=

�
i∈I

ccFi =
�
i∈I

Fi�

�� ��� ������������ ���� ��������� ��� �� ������� ���� ��� ������������ ������ ��������� ���� �� ��� ���� �� �������
��� ������� ���� �� ������ ��� �� ������ ���� ��� ������� ������ �� ������ ���� �� ��� ���� �� ������

���� (Oi)i∈{1,...,n} ��� ������� ���� ���������� ���� x ∈
n�

i=1

Oi�

��� ��������� �� � ∀i ∈ {1, . . . , n}, x ∈ Oi�

���� ���� i ∈ {1, . . . , n}� ����� Oi ��� ������� �� ������ εi > 0 ��� ��� Bo(x, εi) ⊂ Oi�

������ ε = min(ε1, . . . , εn)� �� min ������ ��� {ε1, . . . , εn} ��� �� �������� ���� ��������� ��� ��� ���� ������������

�� � � ∀i ∈ {1, . . . , n}, ε � εi ���� ∀i ∈ {1, . . . , n}, Bo(x, ε) ⊂ Bo(x, εi) ⊂ Oi�

��� ��������� �� �������������� �� � ���� Bo(x, ε) ⊂
n�

i=1

Oi�

�� �� ������ ������ ������� ���� �� ������ ��� �� ����� ��� ������ ����������� ��� ���� �� �� ������ � ����

(Fi)i∈{1,...,n} ��� ������� ���� �� ������� ����� �� ������� (cFi)i∈{1,...,n} ��� ��� ������� ���� ��������� ����
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