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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES.I

Contexte : dans tout le chapitre, I désigne un intervalle non trivial, et K désigne R ou C.

Notation 1 Pour gagner un peu de place et de temps :
ED : Equation différentielle.
EDL : Equation différentielle linéaire.

I Généralités sur les EDL

I.1 Terminologie

Définition 1 : EDL surI.

On appelle EDL sur I une équation dont 'inconnue est une fonction y € D" et de la forme
Y, an(t)y™ (t) + -+ ar ()Y () + ao(t)y(t) = b(t)  ou:

e n € N est appelé ’'ordre de ’'EDL ;
® ag,ai,-..,a, € C(I,K) sont appelés les coefficients de I'EDL ;
e b € (C(I,K) est appelé le second membre de 'EDL.

Je ne précise pas ou vit .
Dans l'idéal, on cherche les solutions sur I, mais on peut aussi chercher des solutions sur un intervalle J C I.

Encore un peu de terminologie :

1. Sib =1t~ 0, on dit que 'EDL est homogéne (notation pour la suite : EDLH). Sinon, I’équation obtenue en
changeant b par t — 0 est appelée EDLH associée a ’'EDL.

2. Siap, =t~ 1 i. e si ’EDL peut s’écrire sous la forme y™ = —a,_1y("~Y — ... —qgy + b, on dit que ’EDL est
résolue (ou résoluble).

3. Si les fonctions ag, ..., a, sont constantes, on dit que 'EDL est & coefficients constants. On s’était limités aux
EDL a coefficients constants d’ordre 1 e 2 en TACMAS.

Exemples 1
Lot t"y™ () + -+ ty'(t) + y(t) = 0 est une EDLH d’ordre n non résolue, & coefficients non-constants.
2. 3y’ = y est une EDLH résolue d’ordre 1 a coefficients constants.
3. 4+ wisinf = 0 est une ED non-linéaire

4. Considérons ty'(t) + y(t) = 0 : est une EDLH d’ordre 1 non résolue, a coefficients non-constants.

Définition 2 :  Solution d’une EDL.

On appelle solution locale de 'EDL un couple (J,y) avec J un intervalle inclus dans I et y € D"(J,K) qui
vérifie 'équation (pour ¢ € J). Pour J = I on parle de solution globale, celles qui nous intéressent en priorité.

Exemples 2
1. Une solutions globale : {¢t — 0}

2. L’ensemble de toutes les solutions globales est R exp. Toutes les solutions locales sont obtenues par restriction
d’une solution locale

idy + 1y’ =0 < (idy) =0
S deeKidy=t—c

c

SOlutiOIlS localeS B id
R*
+

C
dp

Solutions globales La seule est ¢t — 0



Lycée HIHNEEEE HEEEEN - MPSI Année 2020-2021 — Cours et compléments

1.2 Théoréme de Cauchy-linéaire.

Définition 3 : Probleme de Cauchy.

On appelle probleme de Cauchy un systeme de la forme

Yy () + ana (YY) + -+ ao(B)y() = bt)
y(to) = a0
é/("_l)(to) =an_1

outy €I et (ag,...,an—1) € K" (Et ou les a; et b sont D™ (I,K) comme d’habitude.)

m e L[’équation doit étre résolue.
' e Le tg doit étre le méme dans chaque condition initiale.
Théoreme 1: Cauchy linéaire.

Un probleme de Cauchy a toujours une unique solution.

DEMONSTRATION. Admis. En fait en sup il est juste au programme a 'ordre 1 et 2 (mais pas en spé). (]
/'\ Si « le tg n’est pas le méme » ou si I’équation n’est pas résolue, le résultat n’est plus vrai.
Exemples 3

R ty'(t) —2y(t) =0 (F) . . . . .
1. Le systéme { n’a pas une unique solution. il en a au moins deux t — 0 et id. Le
Y y(0) =0 (cr P 4

probléme est que 'EDL n’est pas résolue
. ty'(t) —2y(t) =0 (E) . .
2. Variante : { n’a pas une unique solution.
y(0) =1 cn "*P 4
y(0) = =2 # 0, (E) contredit (CT)

Il n’en a pas : ty/'(0) — 2
y'(6) +yt) =0 (E)
0

(CI;) n’a pas une unique solution.

t
3. Le systéme < (0)
! (CI)

Il en a au moins deux : £sin Les CIs ne sont pas les mémes (7 # 0)

") +yt) =0 (E)
4. Variante : ¢ y(0) =0 (CI) n’a pas une unique solution.

Il n’en a pas :

(E) A (CIL) = solutions = Rsin = —(Cly)

1.3 Théoréme de structure affine

Théoreme 2 : de structure affine.

L’ensemble des solutions (globales) d’'une EDL résolue est un sea de direction ’ensemble des solutions de
IEDLH associée. Sa dimension est ’ordre de I’'EDL.

E =7D(I,K)

F =F,R
DEMONSTRATION. C’est juste I’exemple fondamental de sous-espace affine! On a F(LR) 1 &

b =b

Reste a voir que Sy n’est pas vide et sa dimension
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On a S # ) car, d’aprés Cauchy-Linéaire, il existe une (unique) solution de 'EDL telle que

y(to) =0
y'(to) =0
. outgel
y"(t) =0
Si S # (), sa direction est S = Ker f = Sy
dim S = dim Sy
SH — K”
. y(to) R o . .
Considérons ) . qui est linéaire par linéarité de ’évaluation et de la dérivation.
Y — : outgel
y"D(to)
¢ est bijective, c’est une reformulation de Cauchy-linéaire appliqué a 'EDLH
O
Théoréeme 3 : Principe de superposition.
Soient ag, . .., an,b,b; € D"(I,K).
Si g1 est solution de y™ () + ap_1(H)y V() + - + ao(t)y(t) = bi(t);
et 1 est solution de y™ () + an_1()y V() 4+ - + ao(t)y(t) = ba(t);
alors Ay1 + py est solution de y™ (£) + an_1(£)y =D (t) + - - + ao(t)y(t) = Aby (t) + ubs(t).
DEMONSTRATION. C’est immédiat par linéarité de y — y™ + ap_1y™ D + -+ + agy. O

II EDL du premier ordre

II.1 Cas résolu homogéne
Il s’agit de ¢/ (t) + a(t)y(t) = 0, ou a € C(I,R).

Théoreme 4 .

L’ensemble des solutions globales est R exp o(—A) ot A est une primitive de a.
DEMONSTRATION. Notons Sy = {y € D(I,R),y’ +a =0} On veut montrer Sy = Rexpo(—A) ou A" :=a

On sait que Sy est un sev, il suffit de montrer que expo -A € Sy
y =expo-A
Notons ¢ ¢/ = —A"expo(—A)
= —aexpo(—A)
On a ainsi
Y +a-y=—a-expo—A+a-expo—A
=0

D’out Rexpo -A C Sy or
dim(Rexpo -4) =1 car expo — A # 0

et dim Sy = 1 d’aprés TSAffine
D’ou
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Exemple 4 On résout sur R : { Y
. 1 o
On obtient 3’ + Hy =0

Conditions initiales : y(1) =0 = S = {0}

II.2 Cas résolu non homogéne

1 s%agit de ..o O e

D’aprés le théoréme de structure affine, il suffit de trouver une solution particuliére.

Théoreme 5 : \Variations de la constante.

En gardant les mémes notations que précédemment, on peut toujours trouver une solution particuliere de la
forme t — K (t)e~4®) & I'aide d’un simple calcul de primitive.

DEMONSTRATION. On cherche y, sous la forme y, = ¢ — K(t)e=4®, On réinjecte :

Y () + a()yp(t) = b(t)
& K'(t)e M) 4 K(t)=attye ™ + a(tytye T = b(t)

= K'(t) = b(t)eA®

Puis |y, = (fti b(x)eA®) dx) e=A® O

N’apprenez pas cette formule par coeur, retenez juste la méthode!
/ — =
Z((Ot)) _ gty(t) t . Puis on résout sur RY : ty/(t) — 2y(t) = In(?).

1. y'(t) — 2ty(t) = ¢ Trouvons la solution homogene ( ' — Zid - y = 0)

Exemples 5 On résout sur R : {

Su :Rexpo/Zid

= Rexp oid?

Maintenat pour y,
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2

yp = K(t)e’
ie 2K (t)e!” + K'(t)e" — 2tK(t)e" =t en réinjectant
K'(t) = te™t’
1
75(72t67t )
1 _p .
K(t) = —5¢ convient
1
t)=—=
Yp(t) B

1
S = Rexpoid® — 5

y(0)=0
. 1
1eA—§_0

. 1

1eA—§

Dot S¢ = {4 (expoid® — 1)}
92 . 4 . N 2 !
2. L équation équivaut a y' — Jy = 4
Equation homogene : 3’ — %y -0

Sy =Kexpo(2In)

= Kid?
Cherchons y,, sous la forme
yp =t — K(t)t?
;2 In
T T 4
1
mekﬁ+de(—de(:%
1
In
ie K' = —
id?
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re 2 1 _,.
S
_ T 1
- 2(6;1:)2 4(635)2
@1
2t2 4¢2
D’ou
. In 1
yp:K.ld2:_§_i
In 1
=Rid> - = - =
S i 5~ 1

I1.3 Cas non résolu
Il s’agit de a1 (t)y'(t) + ao(t)y(t) = b(t), ou a1, ap,b € C(I,K).

Méthode :
1. On cherche les intervalles maximaux sur lesquels a; ne s’annule pas.
2. On résout sur ces intervalles en divisant par a;.

3. On recolle les solutions obtenues si ¢’est possible.
Exemple 6 On résout t2y/(t) — y(t) = 0.
1. id* s’annule uniquement en 0, on résout sur R* et R*

2. Sur R se divise par id?. L’équation équivaut a

1
Y 5 y(t) =0
~—~
a
Les solutions sont les
Kexpo(—A)
ou A est une primitive de a = —id%, A= % Sur R%, les solutions sont les

1
K _=
+expo( ld)
3. Sur R* :idem :

1
K_ exp o(fﬁ)

/_/;\
SIS
([
EE
Z
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(N DU UOPR ORI

— B Ky

K_=10

K_

FiGure 1 - Fig 1

Un candidat est une application de la forme

1
t

Kie7t sit>0
y:t—><0 sit=0
K et sit<0
avec K, K_ € R (la valeur en 0 est obtenue en réinjectant ¢ = 0 dans I’'EDL non résolue)
On a

y est solution & y € D(R,R)
<y € D{0},R)
En particulier, y doit étre continu en 0 donc lim;_,q- y(¢t) = y(0)

i.e. limy_ o Ket=0ieK =0

Donc

PN 0 sit<0
v= K+e_% sit>0

Montrons qu’une telle fonction est dérivable en 0 : avec le taux d’accroissement.
Il suffit de montrer la dérivabilité a droite.

pour t > 0
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On a
. . Kie™™
lim = lim +1 avec T := —
t—0+  z—+o00 = t
= lim Kize™ ™
r—r+00
= par CC.
Ainsi,

IIT EDL du second ordre a coefficients constants
On s’intéresse & ay” () + by’ (t) + cy(t) = f(¢), ot a,b,c € K (et a # 0 ). Donc c’est résolu.

On sait déja par théoréme de structure affine que 1’ensemble des solutions est un Ker(a - +b - +cid).

III.1 Cas homogéne
Il s’agit de ay” + by’ + cy = 0, ott (a,b,c) € K* x K.
Exercice 1. Cherchons les solutions exponentielles.

e" est solution < arZe™d + bre"d 4+ ce’d =

& (ar* +br4c)e" =0 car e NSP

Définition 4.
On appelle polynéme caractéristique de I’EDL le polynome X (X) = aX? +bX + c.

/'\ Ca n’a de sens que pour une EDL & coefficients constants!

Théoreme 6: Second ordre a coefficients constants, cas homogene.

Notons Sy l'ensemble des solutions globales.

1. Si X a deux racines 71,72 dans K alors ’ensemble des solutions est Sy = {t — Ae™t4 Bem2?, (g) S KQ}.

2. Si X aune racine double 7o dans K alors I’ensemble des solutions est Sy = {t — (A+Bt)e™?, (g) € KQ}.

3. Pour K = R, si X a deux racines complexes conjuguées a + iw et o — iw alors on a
Sy = {t > e (A cos(wt) + Bsin(wt)), (g) € ]RQ}.

DEMONSTRATION. 1. Sy = Vect (em14, em1d)
On a vu que ™9 et e™2'd sont solutions.
Or Sy est un sev.
donc Vect (e“id, e’”Qid) est un sev.

Or
eTlid /H 6’(‘2 id

donc dim Vect (e”id, e”‘id) =2=dim Sy
Or Vect (e”'lid, e"'zid) C Sy
Donc Vect (e“id, e”id) =Sy
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2. Idem. Il suffit de vérifier que id exp o(rpid) € Sy
2 1y —0

Or rq est racine double donc arg +bro + ¢
2arg +b =0

Notons y = ide"0'd
On a

y' = (roid + 1)e0i
y" = (rdid + 2rg)ed

D’ou

ay” + by’ + cy = (ardid + broid + cid + 2arg + b)e™4

0 0

3. Idem. Il suffit de montrer

edcoso(wid) € Sy
e®dsino(wid) € Sy

D’aprés 1.

Y1 = e(oHriw)id c SH

Yo = e(a—iw)id c SH

Sy est un sev donc

% — ®4(cos o(wid)) € Sy
% = ™ (gin o(wid)) € Sy

d’aprés Euler.

III.2 Cas d’un second membre de la forme P(t)e"

Théoreme 7 .

L’équation ay” (t) + by’ (t) + cy(t) = P(t)e" a toujours une solution particuliere de la forme t#Q(t)e?t ou :
o est la multiplicité de v comme racine de Y
@ est un polynéome de méme degré que P.

DEMONSTRATION. Par calcul direct.

Exemples 7
On résout : y”(t) — y(t) = te'; puis y”'(t) — 2y (t) + y(t) = ch(t) ; puis CCINP 31 (sans variation des constantes).
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P —
y" —y =idexp Est-ce que idexp = Pexpo(yid)? Oui, en posant { )
’)/ =
Equation caractéristique 72 — 1 = 0
Solution 712 = £1

Sy = Vect (exp, exp o(—id))

~y est racine simple du polynéme caractéristique, on cherche y, sous la forme :

<
W)=t 7 (ast |t
Q(t) evt
y(t) = (at® + bt)e'
Yy (t) = (2a + 4at + 2b + at® + bt)e'
= (at® 4 (4a + b)t + (2a + 2b))e’

On réinjecte dans

Yy — Yp = ide'd

ie (at2=7at’ + bt — 4at — bt — 2a — 2b)e! = —te!

4a =1

ie <2a+2b =0
1
ie {a _41
b :—Z

D’ou
S = {Aexp+Bexpo(—id) + % exp, (g) € R?}

y" — 2y’ +y = ch Solutions homogeénes :

Equation caractéristiques

2—2r+1=0
ie (r—1)2=0

ro = 1 racine double

Sy = Vect (exp, id exp)

On cherche y,, solution de

y' =2 +y=ed=pP.eMd avec . o
v = -1 pasracine du polynéme caractéristique

10
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s = kespo(—id)
Yp, = —kexpo(—id)
y,, = kexpo(—id)

(k—2(=k)+ ke " =e"ie k1

4yP1 (t) =—e

Yp, solution de y” — 2y’ +y = exp

sous la forme y,, = K t* e
Q) tr et

Car 1 est racine double.

Yy, =t (Kt* +2Kt)e'
yp, =t (Kt* + 4Kt + 2K)e'

En réinjectant :

1
2Ket:etieK:§

D’ou
t2et
Ypo (1) = -
Par principe de superposition
Une solution particuliére de 3" — 2y’ + y = ch est
Yp = Ypr T Yps
SN
B 8

D’ou

2t2 t —t
S={tw (A+ Bt)e' + eT” (g) R?}

IV  Autres équations différentielles

IV.1 Méthode d’Euler

La méthode d’Euler permet de résoudre des ED avec conditions initiales de la forme

de fagon approchée. Voir le cours d’informatique pour les détails.

11
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Remarque 1

Méme dans le cas 3/ (t) + a(t)y(¢)

On cherche z,, solution de

Zpy (t) = ke3it
2 (t) = —9ke3

b1 X .
(_9 + 1)ke3zt — 631t
e k=—%

Zpy (t) = _%63#

On cherche z,, solution de

P
On a bien P(t)e?t avec {

v

b(t) la méthode d’Euler peut étre utile car

y' +y = cos®

it —it\ 3
3 e’ +e >
t = _—
cos®(t) ( 5
e3it+e—3it+3eit+3e—it
8
cos(3t) cost

i Ty

eSit 3 it)

=1
=14 pas racine du poly carac

2, () = Kte'
2 (t) = (—Kt + 2iK)e"

p2
2iKe' = e
1 —1
1 K = — = —
e 2 2
—i,
Zpy (t) = 7t6

EE . : " _ 136t 3 it aq A
Par principe de superposition, z, solution de z” + z = ;e°** 4 3¢* est donné par

1 —e3 3 (—i\, .

Puis une solution particuliére y, de

1 3
2 42 =cos®(t) = Zcos?)t +  cost

12
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est donné par

Yp(t) = R(zp(1))
_ —cos 3t ﬁ sin(t)
=T T3 (

S = {Acos+Bsin—

cosodid  3id . (A

39 ? sin, B> S R}

IV.2 Changement de fonction inconnue

On se raméne & une EDL qu’on sait résoudre mais qui est vérifiée par une fonction auxilliaire.

Exemple 8 Cherchons les solutions de y/(t) + 2y(t) — (t + 1)y/y(t) = 0 en posant z(t) = \/y(t) & y(t) = 22(¢).

L’équation devient

(22)(t) +222(t) 4+ (t + 1)4/22(t) = 0
ie 22()2'(t) + 222 (t) + (t + 1)z(t) = 0

ie 2z(t) (z'(t) +z(t) — —) =0

Sur tout intervalle sur lequel z ne s’annule pas

Sy = Rexp o(—id)
()= K(t)e " — K(t)e "

t+1
2 () + 2(t) =
t+1
ie K(t)e " = %
t+1

ie K(t) = % ¢

2 2 2
t+1, €
=Tt SR
2 2 +
tet
-“ R
5 +
t .
zp(t) = = convient
2(t) = Re™t +

13



Lycée HIHNEEEE HEEEEN - MPSI Année 2020-2021 — Cours et compléments

IV.3 Changement de variable

C’est le cas particulier ou la fonction auxilliaire est de la forme y o ¢, avec @ bijective, D", de réciproque D™.

Exemple 9 Résolvons t2y" () +ty'(t) +y(t) = 0 sur R*_«en effectuant le changement de variables t = e < 2z = In(¢) ».

Cela signifie qu’on fait le changement de fonction inconnue z = yoexp < y = zoln.

z(x) = y(t) avec t = e”
ie z(x) = y(e”)
Dit autrement
y(t) = z(x) avec x = Int

y(t) = (nt)
() = 37 (Int)

1 1
y'(t) = fﬁz’(ln t) + t—22"(1n t)

On a

vt e RY, 2y (1) +ty'(t) + y(t) = 0
ie Vt € R, 2"(Int) + z(Int) = 0
ie Vo € (In7(RY) =R), 2" (x) + 2(x) =0

z(x) = y(e”) =y(t)
2 (z) = ¥y (e) =ty (t
H(.%‘) — ewa”(ex) + eacy/<ea:) _ t2y//(t) —l—ty’(t)

Donc 2"(x) + z(z) =0
Soient A, B € R

z(x) = Acosx + Bsinzx
y(t) = Acos(Ilnt) + Bsin(Int)

IV.4 Equations a variables séparées

11 s’agit des ED de la forme y'(t) = f(y(t))g(t) (ou plus simplement : y' = f(y)g(t)).

Méthode :

1. On cherche uniquement les solutions y pour lesquelles f oy ne s’annule pas.

2. L’équation équivaut alors a = g(t).
Fly(®)
e et

En notant H une primitive d G une primitive de g, ’équation équivaut donc a 3K € K, H(y(t)) = G(t)+ K.

14
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3. On cherche les intervalles I, J tels que Hl‘}] soit bijective. Sur un tel intervalle on a y = ¢ — (H“}I)_l(G(t) + K).

Exemple 10 Cherchons les solutions ne s’annulant pas de y' = t2y2.
On cherche les solutions qui ne s’anulent pas

/
y solution < y () =12
y2(t)
1 t3
_ -~ 4R
y(0) 3"

—% est bijective sur RY et R*

Les solutions ne s’annulant pas sont les

J — R
{]\/E,+oo[ _ ceR
t '—>c—3t3
et les
- v —R
{] ol SRy
t '_>c—3t3

15
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