
CALCUL MATRICIEL

Ni
olas CHIREUX

1 Cal
ul matri
iel et pivot de Gauss

Les di�érentes bibliothèques utilisées seront :

� numpy pour array, dot, eye importée sous l'alias np par import numpy as np

� numpy.linalg pour matrix_power, solve et inv

1.1 Les matri
es en python pur et ave
 numpy

Une matri
e n'est qu'une liste de listes. Par exemple A = [[1, 2], [3, 4]] représentera pour nous la

matri
e

(

1 2
3 4

)

.

Les entrées de A sont obtenues via A[i][j].
Noter que l'a�
hage d'une matri
e n'est pas bien joli. Heureusement la bibliothèque numpy est là :

print(np.array(A)) arrange tout ça et donne une présentation plus usuelle.

Attention : En python, les indi
es 
ommen
ent à 0, don
 pour les matri
es à A[0][0].

Une liste est un objet mutable. On peut modi�er les entrées de la matri
e, 
'est bien, les fon
tions

peuvent transformer la matri
e qu'elles ont en argument, 
'est bien, mais il faut prendre garde aussi

aux problèmes des éventuelles 
opies d'une matri
es qui pointeraient vers la même 
ase mémoire... une

modi�
ation de la 
opie modi�era aussi l'original. On rappelle qu'il existe un module appelé 
opy qui

résout 
e problème des 
opies.

1.2 Opérations sur les matri
es

Le but i
i est de programmer diverses opérations en python pur puis de 
omparer ave
 les mêmes

fon
tions intégrées à numpy quand 
elles-
i existent.

1. É
rire une fon
tion matri
e_nulle prenant en entrée deux entier (n,m) et renvoyant la matri
e

nulle de taille nxm.

2. É
rire une fon
tion dimension prenant en entrée une matri
e et renvoyant le nombre de lignes

et le nombre de 
olonnes.

Indi
ation : on pourra utiliser l'instru
tion len qui donne la taille d'une liste.

3. É
rire une fon
tion addition prenant en entrée deux matri
es (de même taille !) et renvoyant leur

somme.

Comparer ave
 la version utilisant numpy : np.array(A) + np.array(B)

4. É
rire une fon
tion transposee prenant en entrée une matri
e et renvoyant sa transposée.

5. É
rire une fon
tion multiple prenant en entrée une matri
e A et un s
alaire coef et renvoyant

la matri
e coef.A.

Comparer ave
 la version utilisant numpy : np.array(A) ∗ coef

6. É
rire une fon
tion multipli
ation prenant en entrée deux matri
es de tailles 
ompatibles (n, p)
et (p,m) par exemple) et renvoyant leur produit.

Comparer ave
 la version utilisant numpy : np.dot(np.array(A), np.array(B))

7. É
rire une fon
tion puissan
e prenant en entrée une matri
e A et un entier n ≥ 0 et renvoyant

la matri
e An

Comparer ave
 la version utilisant numpy : np.linalg.matrix_power(np.array(A), n)

Évaluer la 
omplexité des opérations addition, transposee, multiple, multipli
ation et puis-

san
e.
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1.3 Pivot - Mise sous forme triangulaire d'une matri
e

1.3.1 Position du problème

On 
onsidère un système Y = TX ave
 T ∈ TSn(K) - matri
e triangulaire - inversible et Y ∈Mn,1(K)
�xés, et on 
her
he l'unique solution X ∈Mn,1(K) de 
e système.

Un tel système se résout de bas en haut. A la ligne Ln, on va seulement faire un quotient pour trouver

xn =
yn

tn,n
. Mais ensuite à la ligne Li, on obtiendra xi par :

xi =
1

ti,i



yi −
∑

j>i

ti,jxj





(1)

1.3.2 Mise sous forme triangulaire

On �xe une matri
e A ∈Mn(K) inversible.

Pivot à la première étape Au début de la méthode du pivot, on veut "nettoyer" la première 
olonne

en utilisant A1,1 
omme pivot, via Li ← Li − µiL1 pour i ≥ 2 où µi =
Ai,1

A1,1

. Mais un des problèmes est

que A1,1 peut être nul.

On doit don
 d'abord re
her
her la première entrée non nulle dans la 
olonne 1 et une fois 
ette entrée
trouvée à une ligne Li é
hanger Li et L1. Comme A est inversible, on sait qu'on va toujours en trouver,


ar la première 
olonne ne peut pas être nulle.

Rem : Une pré
aution liée au 
al
ul numérique pour le 
hoix du pivot :

Quand on manipule des �ottants, le test de l'égalité à zéro n'est pas adapté, 
ar parfois dans les


al
uls un nombre qui vaudrait théoriquement zéro sera rempla
é par un nombre très petit. On pourrait

rempla
er le test d'égalité à zéro par la 
omparaison ave
 le epsilon ma
hine, mais pour des raisons de

meilleure pré
ision du 
al
ul numérique,il vaut mieux éviter de diviser par des très petits nombres. Il

vaut don
 mieux 
hoisir 
omme pivot dans la 
olonne 1, l'entrée ayant la plus grande valeur absolue.

Pivot à l'étape i A l'étape i, en suivant le prin
ipe pré
édent, on 
hoisit parmi les lignes Lj ave


j ≥ i, 
elle où l'entrée Aj,i a la plus grande valeur absolue, et on l'é
hange ave
 Li. Ensuite on se sert

de 
ette nouvelle Li pour nettoyer la 
olonne Ci en dessous de la diagonale.

Rem : là en
ore, on est sûr qu'une des entrées Aj,i ave
 j ≥ i est non nulle. Sinon, 
omme à 
e stade

les premières 
olonnes C1 . . . Ci−1 sont déjà 
elles d'une matri
e T.S., on aurait C1...Ci liées.

On a don
 l'algorithme suivant :

A : matri
e

Pour i de 0 à n− 2 faire
trouver j ≥ i tel que |Aj,i| soit maximum

é
hanger Li et Lj

Pour k de i+ 1 à n faire

Lk ← Lk − µkLi

Fin Pour

Fin Pour

RenvoyerA

Algorithme 1: Mise sous forme triangulaire d'une matri
e A

2



Complexité de la méthode Pour 
haque valeur de i ∈ [n− 2] :
� la re
her
he de j 
oûte n− i 
omparaisons

� l'é
hange éventuel Li et Lj 
oûte 2n+2 a�e
tations : 2n pour les entrées des lignes et 2 pour i et

j.

� pour 
haque valeur de k entre i + 1 et n − 1, la transve
tion 
oûte n a�e
tations, et autant de

divisions, multipli
ations, soustra
tions (une par entrée de la ligne).

En ajoutant toutes 
es 
ontributions 
omme 
omptant 1, on obtient pour la méthode du pivot sur

une matri
e A ∈ GLn(K) un 
oût en Θ(n3).

Travail à e�e
tuer

1. É
rire une fon
tion e
hange_ligne(A,i,j) prenant en argument la matri
e A et é
hangeant les

lignes i et j. Attention, 
ette fon
tion ne renvoie rien : elle modi�e en pla
e la matri
e donnée en

argument.

2. É
rire une fon
tion transve
tion(A,i,j,mu) prenant en argument la matri
e A et 
al
ulant

Li ← Li + mu.Lj Attention, 
ette fon
tion ne renvoie rien : elle modi�e en pla
e la matri
e

donnée en argument.

3. É
rire une fon
tion pivot_partiel(A, j0) 
hargée de la re
her
he du pivot de module maximal

dans une matri
e sur une 
olonne j0 à partir de la ligne j0 : il s'agit de renvoyer le (un) i ≥ j0
tel que |Ai,j0| est maximal.

4. É
rire une fon
tion devient_triangle(A) qui met sous forme triangulaire la matri
e A. Cette

fon
tion renvoie la matri
e triangularisée.

1.4 Résolution d'un système de Cramer

Dé�nition : Un système de Cramer est un système Y = AX ave
 A matri
e 
arrée inversible don-

nées, Y 
olonne donnée, et d'in
onnue une 
olonne X . On sait que 
e système admet une unique solution.

Propriété : Soit un système linéaire quel
onque S :Y = AX ave
 A ∈ Mm,n(K), Y ∈ Mm,1(K) et
X ∈ Mn,1(K) où A et Y sont �xés et on 
her
he X . Si on transforme 
e système S par des opérations

élémentaires sur les lignes, on arrive à un système équivalent S
′

:Y
′

= A
′

X où Y
′

et A
′

ont été modi�ées

par les mêmes opérations sur les lignes. Ces systèmes équivalents ont un même ensemble de solutions.

Première étape de la résolution Transformer A en une matri
e A
′

triangulaire supérieure ave
 la

méthode de triangulation par pivot pré
édente.

Appliquer les mêmes transformations sur les lignes de Y 
e qui donne une nouvelle 
olonne Y
′

.

Rem : pour 
eux qui préfèrent, on peut travailler sur la matri
e augmentée (A|Y ) obtenue en rajou-

tant Y 
omme dernière 
olonne à la matri
e A. Cela évite de dupliquer les lignes de 
ode mais en terme

de nombre d'opérations, ça ne 
hange rien.

Deuxième étape de la résolution Le système est sous forme triangulaire :



























a
′

1,1x1 + a
′

1,2x2 + . . .+ a
′

1,n−1xn−1 + a
′

1,nxn = y
′

1

a
′

2,2x2 + . . .+ a
′

2,n−1xn−1 + a
′

2,nxn = y
′

2

. . .

a
′

n−1,n−1xn−1 + a
′

n−1,nxn = y
′

n−1

a
′

n,nxn = y
′

n

(2)

Il n'y a plus qu'à "remonter", via des substitutions. Il s'agit don
 de 
al
uler :

xi =
1

a
′

i,i

(

y
′

i −

n−1
∑

k=i+1

a
′

i,kxk

)

(3)

É
rire une fon
tion resolution_systeme(A, y) qui résolve le système de Cramer Y = AX . Cette

fon
tion renvoie la matri
e 
olonne X .

Comparer ave
 la version utilisant numpy : np.linalg.solve(np.array(A), np.array(B))
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Complexité de la résolution par pivot Cher
hons la 
omplexité de la résolution :

� Mise sous forme triangulaire (déjà vue plus haut)

• (n− 1) + (n− 2) + . . .+ 1 transve
tions soit n2
transve
tions, soit n3

opérations �ottantes

• les re
her
hes de maximum :n2
tests

� Remontée : n2
additions, soustra
tions, multipli
ations ou quotients de �ottants.

Pour la méthode du pivot sur une matri
e A ∈ GLn(K), la résolution à un 
oût en Θ(n3). La remontée

ne 
hange pas la 
omplexité.

1.5 Inversion de matri
e

L'algorithme du pivot nous a amené à faire des opérations sur les lignes d'une matri
e, 
e qui revient

à la multiplier par des matri
es élémentaires que nous appellerons P1, P2, . . . , PN (après N opérations).

Le système AX = Y est alors équivalent à P1AX = P1Y puis P2P1AX = P2P1Y , puis

PN . . . P2P1AX = PN . . . P2P1Y ⇔ X = PN . . . P2P1Y (4)


ar si on a 
orre
tement appliqué l'algorithme du pivot, le membre de gau
he vaut exa
tement X .

Ainsi : PN . . . P2P1 = A−1
. Cette matri
e est en fait exa
tement 
elle obtenue en appliquant à la

matri
e identité (et dans le même ordre) les opérations réalisées sur A.

En appliquant 
ette idée, é
rire une fon
tion inversion(A) qui 
al
ule l'inverse de la matri
e A.

Cette fon
tion renvoie la matri
e A−1
.

Comparer ave
 la version utilisant numpy : np.linalg.inv(np.array(A))
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