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0 Outils

0.1 Composition de fonction fog

Soit f et g des fonctions respectivement définies sur I et J

(fog)z) = [f(g9(z))

Attention: il faut que z soit défini dans I et que g(x) soit défini dans J

Plus généralement, soit ® un ensemble de fonctions

( gzogi) () =00(01(02(03...(x...)

0.2 Equations de cercle (z — ()2 + (y — yo)? = R?

Soit R le rayon du cercle, et O(zp;yo) le centre du cercle
Un cercle dans le plan peut étre décrit par ’équation suivante:

(x —x0)* + (y — 0)* = R?

0.3 Opérations avec des puissances

l’al'b 7xa+b
o L
x(l
1
za = Yz
=1

0.4 Diverses théoréemes
0.4.1 Application de fonctions aux inéquations

Soit I une intervalle, f une fonction définie et croissante sur I, x et y deux nombres dans I



1 Suites numériques

1.1 Définition fonctionnelle

Soit f une fonction:

Un = f(n)

1.2 Définition par récurrence

Soit f une fonction

ug = cste
Uy =
" Un41 = f(un)

1.3 Suite arithmétique

Avec r la raison de la suite

Définition fonctionnelle u, = ug+7-n

I . uy = cste
Définition par récurrence u, =
Up4+1 = Un +r

J

Somme des termes de ¢ & f Z:uZ ={G—-i+1)- UJTM
i=i
1.4 Suite géométrique
Avec ¢ la raison de la suite
Définition fonctionnelle u,, = ug - ¢"
s s , ug = cste
Définition par récurrence u,, =
Up+1 = Un - 4
j i
. 1— it
Somme des termes de i & f Zul =u; - ?q

=1

1.5 Limites

Suite convergeante vers L lim wu, =1L
n—-+oo

Suite divergeante lim w, # L
n—-+oo

p€{05}UN || —oo | -1 +00
q€R
lim q¢" ? 400
n—-+oo
lim nP 0 +00
n—-+4o0o

Limites de type cste™ ou n

cste



1.6 Majoration et minoration
Soit (u,) une suite définie sur les rangs dans I et L un réel

Suite majorée Ynel dM wu, <M
Suite minorée Ynel Im u,>m

Suite bornée Suite majorée et minorée

lim wu,...
n—-+oo

Majorée (par L) Minorée (par L)
Oui Non Oui Non
I <L =+
pY >L =-o©

Soit f la fonction associée a u,,

lim u,=L = lim up+1 = f(L)

n—-+oo n—-+oo

1.7 Opérations sur les limites

Voir en 3.3

1.8 Comparaisons et limites

Soit L € R, (uy), (vy) et (wy,) trois suites et 14 la limite quand n — +oo de la suite A,

Nom du théoreme ‘ Conditions Résultat ‘ Explication graphique
) Uy < Upy l, = +oo = I, = 400 | (uy,) emporte (v,) vers 400
Par comparaison
Up > Un ly, =—00 = [, = —o0 | (uy) emporte (v,) vers —oo
Théoreme des gendarmes | w, > v, >u, ly=l, =L = l,=1L (up) et (wy) forcent (v,) & tendre vers L



2 Probabilités

2.1 Probabilité conditionnelle P(A|B)
Probabilité que A soit réalisé sachant que B a déja été réalisé.

P(AN B)

P(AIB) ou Po(4) = —5

siP(B) #0

2.2 Probabilités d’intersections P(AN B)

Probabilité que A et B soit réalisées.

P(ANB) = P(B) - P(A|B)

2.3 Probabilités d’union P(AU B)

P(AUB) = P(A) + P(B)

2.4 Partitions

Si on a deux évenements ou plus tel que...

e Aucun évenement n’est vide

— B;#0 Vi

e Aucun évenement ne recouvre un autre
— BiﬂBj:[b Vi, j

e L’union de chaque partition couvre l'univers entier
— U_,Bi=Q
2.5 Formule des probabilités totales

Soit By, Bs, ..., B, des évenements formant une partition de 2
P(A)=> P(ANB)
i=1

2.6 Indépendance d’évenements

A et B sont indépendants <= B et B forment une partition de
<= Aect Aforment une partition de
<= Aet B, Aet Bet Bet Asont indépendants

2.7 Autre vocabulaire

Evenements incompatibles P(AN B) =0

Variable aléatoire continue La variable aléatoire peut prendre n’importe quel valeur dans [ := 1 C R

A partir d’ici, la connaissance des intégrales est requise (voir 11)



2.8 Probabilités a densité

f est une densité de probabilité si:

ODfC]R+

e f est continue

° flz)de =1

Dy

b
La loi de X admet f comme densité de probabilité <= P(X € [a,b]) :/ f(t)dt

A la,b) €Dy C Ry
= VneD; P(X=n)=0
= Dans les conditions P(...), > <= >et <<= <
= P(X>k)=1-P(X <k)
= P(X €a,b]) =P(X <b)— P(X <a)
P(X € [a,b] N]e,d])
P(X € [c,d))

= P(X €la,b]| X €lcd]) =

— E(X):/ tf(t)dt

Dy
2.9 Loi uniforme
1
X suit la loi uniforme sur [a,b] <= La loi de X admet = — 5 comme densité de probabilité
—a
d—c
[e,d] C [a,b] < P(X € [c,d]) = —
b
E(X) = “;

2.10 Loi exponentielles

X suit la loi exponentielle de paramétre A <= La loi de X admet x — Ae *® comme densité de probabilité

2.11 Espérance

Sila loi de X admet f comme densité de probabilité et que, pour tout A dans R, f = 2+ Ae™?®

E(X)= lim ’ tf(t)dt
0

n——+oo

2.12 Loi sans vieillissement

P(X>t+hlX>t)=P(X >h)



2.13 Lois normales

2.13.1 Loi normale centrée réduite N (0,1)

b 1 £E2

X suit la loi N(0,1) <= P(X € [a,b]) :/ T 5
a V2m

Propriétés

E(X)=0 <= centrée
o= <= réduite

2.13.2 Probabilité d’intervalle centrée en 0

X ~N(0,1) <= VYa€)0,1] F_jua € R P(X € [~uq,ua)) =1 —uq

Deux valeurs remarquables

Up.05 = 1.96
Up.01 = 2.58
2.13.3 Théoréme de Moivre-Laplace
Xn ~ B(n,p)
A pel0,1]
Xn -
N Zy= P
np(1 —p)

= lim Z, =N(0,1)
n—oo

2.13.4 Lois normales N (p,0?)

X—p
g

MER, UER+, Y =

Y ~N(0,1) = X ~N(u,0?%)
= E(X)=u
= V =02
= o (écart type) = o



3 Limites lim

3.1 Notation

Soit z, C' et D des nombres et ¥ un réel, +00 ou —oo

limC=D «— C ——
z—W z— W

<= Limite de C quand zx tends vers ¥

imC=D <— C— D
x;)ql z— Ut

<= Limite de C' en ¥ par valeurs supérieures
<= Limite de C' & droite de ¥

IimC=D <— C — D
»L—<>\I’ z— W

<= Limite de C en V¥ par valeurs inférieures
<= Limite de C a gauche de ¥

3.2 Limites d’un quotient a la valeur indéfinie

Soitf:xH%etreth. q(r)=0

1. Calculer lim p(z)
T—T

2. Par valeurs supérieures Calculer lim+ q(z): 0T ou 0~
r—r

Par valeurs inférieures Calculer lim ¢(z): 07 ou 0~
T—Tr

3. Conclure par quotient: 07 — + et 07 — —

3.3 Opérations sur les limites

Les opérations entre deux limites réelles sont comparables aux opérations sur des nombres

FI Forme Indéterminée

T,y H T+y Ty z/y
Signes = +o0 . .
+o0 (regle des signes) FI
Signes # FI
2=0 FI y=0 FI
:t =
R ot Loo 00 x>0 Zoo Yy = Fo0 0
<0 Foo r=FwetyeR* Zoo




3.4 Asymptotes

Soit L € R, f une fonction, I la courbe d’équation y = f(x) et ¥ un nombre ou symbole

f(z) —q,> L < T admet en ¥ une asymptote (horizontale) d’équation y = L
x —

<= T admet en L une asymptote (verticale) d’équation = = L

3.5 Simplifications de limites

3.5.1 Polynoémes

Pour les limites en 400 ou en —oo, on peut simplifier la limite d’un polynéme & la limite du terme de plus
haut degré:

lim 22° —4z4+1= lim 223
T—400 T—+00
Ca marche aussi avec les fractions:
4x° + 23 -2 . 42°
im = lim ——
z—+o0 53 — 8118 + 420  a—+o0 —8x18

3.6 Fonctions composées

Soit a, b et ¢ € RU{—o00;+00}, f et g des fonctions



4 Continuité des fonctions

4.1 Définition

Une fonction est continue quand ”on peut tracer sa courbe sans lever le stylo”. Plus rigoureusement, la
fonction f est continue sur U'intervalle I si, pour tout a € I, f(a) —— f(a).
r—a

4.2 Continuité de fonctions usuelles

Polynome R

Vi R*

Rationnelle Ensemble de définition
De plus, n’importe quelle fonction créée par +, X, o ou + a partir de fonctions continues sont continues

4.3 Théorémes utilisant la continuité
4.3.1 Valeurs intermédiaires

Soit a et b des réels, f une fonction continue sur [a; b].

VEk € [f(a); f(b)], f(z) =k admet au moins une solution dans [a; b]

4.3.2 Bijection

Soit I une intervalle, a et b des réels dans I et f une fonction définie sur I ou plus grand

f est continue sur
f est strictement monotone sur I (1)

kelf(a);f0)] (2)

= f(z) =k admet une unique solution dans [a; b]

(1) quand elle ne l'est pas, on étudie séparémment chaque intervalle ot la fonction est strictement monotone
(2) si a ou b = £o0, on calcule la limite pour l'intervalle image:

Montrer que f(x) = k n’admet qu’une seule solution dans R
ke | lim f(z); lim f(z)

T—r—00 Tr—r+00

Attention: pour montrer que f(z) = k n’a pas de solutions on n’utilise pas la bijection mais le tableau de
variations



5 Nombres complexes C

5.1 Définition

i?:=-1, abeR, zeC

z:=a+1b

Ensemble des imaginaires purs: iR := C\ R

5.2 Partie imaginaire Im et réelle Re
5.2.1 Définition

e Re(a+ib):=a

e Im(a+1b):=b

5.2.2 Propriétés

e Rez=0 < z€iR

elmz=0 <« z€R
5.3 Conjugé z
5.3.1 Définition
Z:=Rez—1lmz
5.3.2 Identités
© représente les opérations +, X et =

o 2-7=|z]?=(Im 2)?+ (Re 2)?

e ZoW=2z9owW
. 7= ()

e zZ=1z

e zZ=2z < z€eR

5.4 Affixe Aff

L’affixe est un nombre complexe représenté par un point ou un vecteur dans le plan:

a
Aff . =a-+1b

Réciproquement, I'image de a + ib est (a;b)

5.4.1 Propriétés

o Aff(AB) = Aff(B) — Aff(A)



5.5 Racines des polynémes de second degré az? + bz + ¢

az? +bz+c=0 a,b,ceR, A:=0b>—4ac

—btiv-A

A< =
b 2a
A=0 =— —
2% + VA
A>0) — — 1=
2a
5.6 Coordonnées polaires avec z
y
Aff
Re g i
|z
arg z
O Imz T

Figure 1: Représentation géométrique de l'affixe de z et de ses propriétés

5.6.1 Module |z|

|z] := vVRe2z +Im?2z

Propriétés
o représente les opérations x et +
2" = |2["
20| =2l 0|2
5.6.2 Argument arg
Vz e C*

—
argz := (f; Olmg z)
Rez
cos(argz) = T
=3 . Imz
sin(arg z) = B

Propriétés

On note z, l'affixe du point ou vecteur ¢

Zw!

o (0, W')=arg

w



° (E,@) = arg%

Propriétés de produit, puissance, quotient et inverse identiques a ln, voir 9.2

5.7 Formes

Rez+ilmz (algébrique)
|z| (cos(arg z) + isin(arg z)) (trigonométrique)

iarg z

|z|e (exponentielle)

Notations usuelles: r := |z|, § := argz, x ;== Rez, y :=Imz

5.7.1 Propriétés de la forme exponentielle

Les autres propriétés découlent de celles de l’exponentielle, voir 7.3

5.8 Inégalité triangulaire

|2+ 2| < |2] + |2']



6 Dérivées
6.1 Opération sur des fonctions

Soit u et v des fonctions.

(wv) =v'v+v'u

( v?
(u™) =nu'v""' ¥Yn e NU{0.5;-1}

(uowv) =u' (v ou)

vl —v'u

SAES

sin’ = cos

cos’ = —sin



7 Fonction exponentielle exp

7.1 Notation

xT

e’ :==expr
7.2 Caractéristiques
Soit x € R et u une fonction définie sur R
Dérivée (") =e”
(eu)l uleu
Réciproque In(e*) =z
Signe e’ >0
Variations strictement croissante sur R
Limites e¥ —— 400
T — +o0
er —— 0
xr — —0o0
7.3 Limites remarquables
lim T — ‘ =
e’ — 1/3: 0 ‘ 1
Par croissance comparée |
re® —00 0
e +0o0 +00

7.4 Propriétés




8 Géométrie dans ’espace

8.1 Intersections
8.1.1 Droite-droite, plan-plan

Soit a et b des droites et P et @ des plans

Coplanaires
Paralleles Non-coplanaires
Sécantes
Strictement ‘ Confondues
anb 0 aetb {point} 0
PNnQ 0 PetQ droite 0
8.1.2 Droite-plan
Paralleles i
Sécants

Strictement ‘ aCP

anP 0 ‘ droite ‘ {point}

8.2 Section d’un cube

2 points dans la méme face
Relier directement

[AB] sur une face, C' sur face opposée
Tracer la parallele & [AB] passant par C

[AB] sur une face E, C sur face adjagente
Prolonger une arréte et (AB) jusqu’a intersection en D
Tracer (DC'). La partie du segment qui est sur la face E est la section.

8.3 Orthogonalité L

dLd L9 Iy|dy|d

orth.

8.4 Plan | droite

dlP <= dlyAndly Vyn+y' = point
= vyld VyCP

8.5 Plan médiateur

Pmed [AB] <= PL(AB)AI € P VImil[AB]
<— P={C|CA=CB}



8.6 Propriétés
Soit P, T, @, P’ des plans. Soit d, d’, dy, droite, d}, v, A des droites. Soit point un point.
Pld VPLld

difyAd |~
PNP =d Ad||PAd|| P (doute)

dl d

[

PldAP 1d

PlAAP | A

di||dyAnd]|d VdNnd =point,d; Nd} = point (il faut que P soit présent)
NP =yATNP=~"A~]+ VINP =droite

PP

RN

I

AlldNA || d dl|dAdcPANd CP ANPNP =A

AP

!

Alld vdc P
PIQATNP=y = TNQ=~ Ay~

8.7 Coordonnées
Un triplet (z,y,2) € R3

Les propriétés de la géométrie planaire (milieu, colinéarité et vecteurs) se traduisent trivialement
8.8 Vecteurs dans ’espace

8.8.1 Propriétés identiques aux vecteurs bidimensionnels

e Relation de Chasles

e Colinéarité

8.8.2 Propriétés

e A, B,C non-alignés. VD fﬁ coplanaire /ﬁ coplanaire R’ < D e (ABCQC)
e dr,yeR AD = 2AB +yAC — D € (ABC)

e @, ¥ et W coplanaires <= Ja,b,c € R* : aii + b0 + e = 0
e @,7 € P non colinéaires, 7 # 0. @ normal & P <= @ L §AR Ld
8.8.3 Caractérisation vectorielle d’objets

Droite A point, @ # 0, z € R, d la droite passant par A de vecteur directeur @

M = {BL@ =zi} = M est la droite d

Plan A point, 4 colinéaite ¥, M ensemble de points, z,y € R, zﬁ =, /ﬁ =
M = {B|E =zl + yU} = M est un plan (ABC)

C’est l’ensemble de tout les points dans le repére (A, d, )



8.9 Equations paramétriques

8.9.1 D’une droite

Soit...
A= (2A;94524)
U= (T Yus Zu)
M := (z;y;2)
D := droite passant par A de vecteur directeur o
On a:
=T, t+x4
MeD <= (y=yut+ya
z2=2zZyt+ z4
8.9.2 D’un plan
Soit...
A= (ra5y4524)
i = (qu; Yus Zu)
W= (T Yo’ 2uw)
M := (z;y;2)
P := plan passant par A de vecteur directeurs « et
On a:

T=x,t+xut' +22
MeP <= Sy=yut+yut' +ya
z=zut + 2zt + 24
8.10 Produit scalaire

8.10.1 Propriétés

o i =i = |||

8.11 Equations cartésienne d’un plan
Soit a,b,c € R, P un plan, 7 := (a,b,c) le vecteur normal & P et A := (z,y, 2)

AeP < ar+by+cz+d=0



9 Le logarithme népérien In

Aussi appelé "logarithme naturel” ou ”logarithme base e”

9.1 Caractéristiques

Notation Inx
Réciproque exp
Ensemble R - R
Limites lim Inz = —c©
r—0+
lim Inz = +oco
Tr—r+o0

1
Dérivée d’une variable —
T

!

e s . u
Dérivée d’une fonction —
u

Variations Croissante sur R%

Continuité Continue sur R7

Valeurs remarquables In1 =0

9.2 Limites remarquables

. Inz
lim — =0
x——+oco I

lim zlnz =0
z—0t

9.3 Propriétés

In(aod) | Inaolnd

X +




10 Primitives F

10.1 Définition

Ve e R

10.2 Propriétés

e VC € R x+ F(x)+ C est une primitive de f
e '+ G primitive de f + ¢
e Vk € R KkF primitive de kf

10.3 Primitives remarquables

f F € I (R par défaut)

k kx

x 1a?

Yn e Z\ {-1} z" n%rlx”ﬂ R\ {1} (O est aussi non-défini quand n < 0)
NG 2Vx RY

10.4 Opérations avec primitives

f F Conditions sur f et I
vneZ\{-1} f'f* zft

I'/f In f Veel f(x)eREL
"7 2V f

flef ef

flcos f sin f

flsin f —cos f



11 Intégrales [

11.1 Notation

Soit Ay € R P'aire sous la courbe de f de x = a & = b par rapport a ’axe des abcisses

/abf(fr)dﬂf = Ay

borne sup.
/ expression dvar. d’intégration
b

orne inf.

11.2 Unité d’aires ua

Vo € [a;0]) f(x) >0Ab>a <= Ay est exprimée en ua.

11.2.1 Définition

Lua =[] - [|]]

11.3 Calcul

11.4 Propriétés
Pour alléger les notations: 4= f(z)dz, O = g(z)dz et [ = fab
° f; 4=0
o f(f 4=- fba 3
o [T4= f; 4+ [, 4 (Relation de Chasles)
o [kd=Fk [

o [(f()+g(z))de=[d+ [O
¢ [420 = f(&)>0

of(x)%g(a:) :>f:|§fa

11.5 Valeur moyenne de f sur [a; ]

1 b
R

11.6 Intégration par parties



12 Echantillonage

12.1 Fréquence de caractere X,

Soit le caractere C dont la proportion de présence dans une population est p. X, associe a la taille
d’échantillon n le nombre de caracteéres présents dans I’échantillon.

X~ B(”v p)

12.2 Fréquence de caractére dans échantillon F),

X
F,="2"
n
12.3 Intervalle de fluctuation I,
Soit
Z la loi normale centrée réduite,
a €]0,1],
Uy E R tq. P(Z € [—Uq,us]) =1 —
q:=1-p
VP4 VPq
In = — Ua—F—)» a” =
p—u Jn p+tu NG
lim P(F,el,)=1—«
n—oo

12.3.1 Interprétation
Pour un n assez grand, F,, € I,, avec une probabilité d’approximativement 1 — c. On admet que

P(F,el,)~1-a

Si au moins une des conditions n’est pas remplie, il faudra utiliser une intervalle de fluctuation

12.4 Trouver p avec f et n

1

N

1
Hnozn2n0:>P<pE[Fn— Fn—l—})z().%

NG



13 Trigonométrie
13.1 Valeurs remarquables

Table 1: Valeurs remarquables de sin, cos, tan et cotan

x | sinx coszr tanx cotanx
0 0 1 0

ST S S
S I !
5108 1 V8 ¥
5 1 0 0

13.2 Primitives et dérivées de +cosz et *sinzx

sin
rimitive

— COS COS

dérivée

—sin



