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1 Processus de démonstration

1.1 Processus élémentaires
1.1.1 Quantification universelle V

Soit a € E

1.1.2 Quantification existentielle 3

Posonsa=...€e FE

1.1.3 Quantification existentielle unique 3!

Existence c¢f. 1.1.2
Unicité Posons b € E. Démonstration de b= a

1.1.4 TImplication P = @
Supposons P(a). Montrons Q(a)

1.1.5 Equivalence P <= Q

Procédons par double implication.
= : Démonstration de P — @
<—: Démonstration de P <— @

1.1.6 Inclusion £F C F

DémontrerVx e E,x € E = x € F.

1.1.7 Egalité ensembliste

Procédons par double inclusion.
C: Démonstration de £ C F
O: Démonstration de £ D F

1.1.8 Egalité entre applications
DémontrerVz € E, f(x) = g(x)

1.2 Processus de démonstration

On commence chaque démonstration utilisant un de ces processus par « Procédons par nom du processus »

1.2.1 Récurrence

Pour montrer une propriété vraie dans £ C N

Initialisation Démontrer la propriété au premier rang

Hérédité Démontrer Vn € E, P(n) = P(n+1)

Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, elle est vraie pour tout n € E.

1.2.2 Contraposée

Pour montrer P —> Q) quand limplication directe est trop compliquée
Démontrer -QQ —> —P



1.2.3 1’Absurde

Pour montrer P
Supposons —P

On obtient une contradiction.
On a donc P

1.2.4 Disjonction des cas

ler cas: .

2éme cas: ...

n-iéme cas: ..
Conclusion

1.2.5 Analyse-Syntheése

Pour trouver les solutions d’une équation, inéquation, ...

Analyse Soit a € E. Supposons P(a).
Réduire le nombre de candidats possibles pour a

Synthése Testons nos candidats

Conclusion Les solutions sont ...



2 Dérivation

Attention aux hypothéses!

2.1 Nombre dérivé en un point

f/(a) — lim f(.]?) — f(a’)

Tr—a T —a

2.2 Dérivée de f
o {I—> R/
a— f'(a)

2.3 Dérivée usuelles

e VneN, (id") =nid"*

/1
Vn € N, = T

e exp’ = exp
e (aY) =2 — In(a)a®

e sin’ = cos

e cos’ = —sin
/1 2
o tan’ = 5 =1+ tan
e sh’ =ch
e ch’ =sh
o th'=J5 =1+th’
o acos’ = ——1
£/ 1—id?
e asin/ = ——
\/1—id?
! __ 1
e atan’ = Tha

2.4 Dérivées de composées
o Y\ p) €R? (Mut ) = xu' +

o (W) =dv+rv'u




3 Trigonométrie

3.1 Cercle trigonométrique ou unité C

Cercle de centre (0; 0) et de rayon 1.

C={(x; y) € R? 2* +y*> =1} = {(cos z; sinz), = € R}

3.2 Congruence - =[]

a=b[t] €< I eZ a=b+kt

3.2.1 Propriétés

a=b[t]

c=dl = a+tc=c+d]t

e Va,b,c,d R, {

Vo b AER, a=b ] — A= ] et { 0=
ANEZ

o - =[] est une relation d’équivalence

3.3 cos, sin, tan, cotan

otan 0

M anf

sin 6

cos

3.3.1 Théoréme de Pythagore

cos? +sin? =1



3.3.2 Théoréme de Thales

sin cos
tan = — cotan = —

COS S111

Ce qui permet de trouver Dian €t Deotan

3.3.3 Propriétés

périodicité positif sur ! parité  domaine de définition
cos 27 %, 5] paire R
sin 27 [0, 7] impaire R
tan 7r [0, 5[ impaire  J,cp] — 5 + k7, § + k7|
cotan T 10, ZJU[=5,7[ impaire J,cplkm, w4 kx|

Table 1: Propriétés des quatres fonctions trigonométriques

3.3.4 Limite de %} en 0

3.4 acos, asin, atan

Vo e [-1,1], 3y e[0,7], cosy ==
Ve e [-1,1], 3lye[-F, 5], siny==x
Ve € R, dye]-5, 5 tany =2

3.5 Equations trigonométriques

a € {acosa + 2km, k € Z} U{acosa + 2kw, k € Z} sia€[-1,1]
cosT=a <

0 sinon
. a € {asina + 2kn, k€ Z} U{n —asina + 2kw, k € Z} sia€[-1,1]
ST =a —
0 sinon

tanz =a <= a€ {atana+ km,k €Z}

3.6 Amplitude C' & déphasage ¢
VYA,BeR, 3C,¢ € R, Vx € R, Acosz + Bsinz = C cos(z — ¢)

C >0 = ( est 'amplitude
¢ est le déphasage

3.7 Identités remarquables

o Vz € [-1,1], acosz +asinz = §

o Vr € R*, atanx—i—atan% =z



4 Logique

4.1 Table de vérité

Variable 1 . Variable n | Formule

(2™ lignes)
f e f

Table 2: Table de vérité pour une formule a n variables

4.2 Connecteurs A V -, relations — <=

P Q| PANQ PVQ P = (@Q P <= Q@
v v v v v v
v f f v f
[ f v f
[ f f v v

Table 3: Table de vérité pour A, V, — et <—

P | -P
v | f
fl o

Table 4: Table de vérité pour —

4.3 E‘galité sémantique

(P =Q) < P ala méme table de vérité que Q

4.4 Propriétés des connecteurs A V —
Pour V et A
Idempotence P \/> P=P

A A
Commutativité PV Q=QV P

A A A A

Associativité PV (QVR)=(PVQ)VR

v A A A
Distributivités PA (QV R)=(PV Q) A (P V R)

Pour —

Involutivité ——P = P

4.5 Quantification existentielle unique 4!

Bz € B, P(z)]=[3z € E, P(x)AVy1,72 € E, P(71) A P(y2) = 71 =72

existence unicité




4.6 Négation —
4.6.1 Négation de quantificateurs 3, V

v 3
~(3z € FE, P(z))=VYxe€E, -P(x)

4.6.2 Négation de connecteurs ou lois de De Morgan

—\(PXQ)Z—'POﬂQ

4.6.3 Identités
e PAN-P=f
e« PV—=P=vw

4.7 Formules
e P = Q=-PVQ
e Vz e, Plx)]=v
o Fxel,Plx)=7f



5 Equations différentielles

5.1 Recherche de la solution particuliére y,
1. Identifier la forme du second membre

. Exprimer y,, avec des constantes inconnues

. Développer y' +ay = ... avec y =y,

. Trouver les constantes inconnues

ot s W N

. Exprimer y,

5.1.1 Forme du second membre
o Combinaisaon linéaire at + b
« Constante k 2
« Polynéme du second degré at? + bt + ¢
 Exponentielle ke’ (chercher k)

o "Trigonométrique” « cos(wt) + B sin(wt) (chercher « et 3)

5.1.2 Second membre nul

équation dite homogene

Second membre =0 —
Yp=1t—0

5.2 Premier ordre 3 + ay
{t— ke " +y,(t), k € R}

5.3 Second ordre ay” + by + cy

Equation caractéristique ar?4br +c

Aso0 | A=0 | A <0
At 4 Bet | (At + B)erot | R0t (Acos(Im (r1)t) + Bsin(Tm (r1)1))

Table 5: Forme des solutions d’une équadiff homogeéne du second ordre selon le signe de A

Forme des solutions selon A

Ensemble des solutions
{t ~ forme des solutions, (A, B) € R?}

5.4 Probleme de Cauchy

"Lay =k ay’ +by' +cy =k
y/ Y (premier ordre) Yy’ (@) =3 (second ordre)
y'(b) / _
y'(7) =0

1. Résoudre I'équadiff

2. Résoudre I’équation ou le systéme en remplagant y par la forme des solutions

k

a

2Ici 'expression de y;, devient évidente: yp =t

10



6 Exponentielle imaginaire

6.1 Décomposition des fonctions a valeurs complexes f = f; +ifs
Soit I CR
Vf € CI? EIflan S RI; f = fl +Zf2
6.2 Relation fonctionnelle
o V01,0, € R, ¢il01102) — (ifh,i02

« VOER, e =1

0

6.3 Euler
ei9 —1i0 0 —i0
VO € R, cosf = — et sinf=———
6.4 De Moivre
VO € R, Yn € Z, e¢? = ()"

6.5 Linéarisation cos"(f) = 3  cos(?6)

On cherche a linéariser cos®

1. Euler

) N3
o 616_,'_6—19
- 2

2. Bindme de newton

() () () () () () ()" ()"

3. Moivre . ) . ) .
B 6—310 N 3619 6—219 N 36219 e—z@ N 6319
23 2 22 22 2 23
_ 1 e3z9+e—319 3 ez9+e—19
22 2 22 2

4. Euler (réciproque)
= 1 cos(30) + 2 cos(0)

6.6 Arc-moitié ¢ + e = b (et + ')

V01,05 € R, € 4 €2 = ¢ (61'61;92 + eiezggl)
6.7 Forme exponentielle re'
Vz € C*, z = |z| exp(i arg 2)
6.7.1 Egalité
Z = Z
Ve, 20 € Gy 2 = 20 = 1] 7|2\
argz; = argz [27]

6.8 Propriétés de arg

Identiques a celle de In, mais avec [27] et C* a la place de RY

11



6.9 Racines n-iéme de 'unité U,

2ikm

Un:{we(ca w”:l}:{e " ,kE[[O,TL*].]]}

6.10 Résolution de 2" =c¢

2
Vee Cy, VneN*, {z€C, z”zc}z{" |c|exp<iargczkﬂ.)7 ke[[O,n—lﬂ}

6.11 Résolution de ¢ =¢
Soit c € C

. 0 sie=0
{z€C, e :c}:{?3

sinon
6.12 Module de ’exponentielle imaginaire
Yz € (C, ‘ez‘ _ eRez

Le reste des propriétés de exp : C — C sont identiques a celles de exp : R — R

3Trouver module et argument

12



7 Intégration [

Pour les théorémes de primitivation, on enléve les bornes, on rajoute +R a l'expression de la primitive et
on update les quantificateurs si besoin

7.1 Théoréme fondamental de ’analyse, version renversée

b
vf € Clla b, R), VF € D(a b R), F'=f — [ =[FL;
7.2 Théoréeme fondamental de ’analyse

Vf € C([a,b],R),Va € [a,b], F € D([a,b],R), {?(a) ig etF:x+—>/$f

7.3 Croissance

b b
Vi, € Cla,bLR), Vi € [a,b], f(x) < g(x) = / fg/ g

7.4 Inégalité triangulaire

Va <beR,

/abf=/abf|

7.5 Intégration par parties

b b
Yu,v € CY(I,J), Ya,be I, / uv':[uv]g—/ u'v

7.6 Intégration par identification de motif

b
Vo € Cl(la,b. ) VP € CULR), [ Foo=(Fooll=(FI)

7.7 Intégration par changement de variables

7.7.1 Normal

¢(b) b
v € C'([a, b, 1), Vf € C(I,R), /¢<> f:/ foo-df

7.7.2  Bijectif
_1(b

b ¢ (b)
Vo € CH(I,J), Vf € C(J,R), Ya,b € J, ¢ a une réciproque ¢~ ' = / f:/ fod ¢
a ¢~

H(a)
7.7.3 Primitivation

Yo € CH(I,J), Vf € C(J,R), ¢ a une réciproque ¢! — /f:¢_1o (/fo¢-¢’)

7.8 Sommes de Riemann

b—qit b—a
Vf e C([a,b],R),Vn € N, fe— k=0
a n—00 R _b_aZf a—|—/<;b_a
n - n P n

13
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